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Homologjia persistente me zbatime

Arbesa BERISHA

Abstrakti

Ky punim trajton homologjiné persistente, njé metodé bazike né Analizén Topologjike té
té Dhénave, g€ mundéson shqyrtimin e formave té t€ dhénave shumédimensionale né shkallé
té ndryshme. Pérmes analizés s€ filtrimeve té vazhdueshme t€ komplekseve, homologjia
persistente identifikon vecorité qé mbijetojné gjaté ndryshimeve t€ shkallés s€ analizés,
duke theksuar ato q€ pérfaqésojné struktura mé t€ qéndrueshme né t&€ dhénave.

Punimi fillon me paraqitjen e nocioneve bazé nga topologjia algjebrike, ndértimin
e komplekseve t€ simplekseve dhe teoriné klasike t€ homologjis€. ME pas, zhvillohet
koncepti i homologjis€ persistente dhe komponentét e saj kryesoré, si: filtrimet, barkodet,
diagramet e persistencés dhe teorema e stabilitetit. Kjo e fundit na garanton qé ndryshime té
vogla né t€ dhénat fillestare shkaktojné vetém devijime té vogla n€ diagramet e persistences,
ku diagramet e persistencés mbeten t&€ ngjashme dhe té€ géndrueshme, duke siguruar késhtu
besueshmériné né analizé.

N¢ pjesén praktike, fokusi €sht€ né ndértimin e filtrimeve duke pérdorur komplekset
Rips dhe té Cehut, pérmes té cilave i ndértojmé té dhénave diskrete si objekte topologjike.
Aplikimi pérgendrohet né€ analizén e rrjetave funksionale té€ trurit, ku homologjia persistente
pérdoret pér t€ studiuar ndryshimet strukturore tek individét me ¢rregullim té spektrit t&

autizmit.
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Persistent homology with applications

Arbesa BERISHA

Abstract

This thesis explores persistent homology, an important method in Topological Data Analysis
that helps us study the shape of high-dimensional data at different scales. By looking at
how topological features appear and disappear across a sequence of spaces called filtrations,
persistent homology shows which features are most stable and meaningful in the data.

The thesis starts by introducing basic ideas from algebraic topology, such as simplicial
complexes and classical homology. It then explains persistent homology in more detail,
including core concepts like filtrations, barcodes, and persistence diagrams. A key result,
the stability theorem, ensures that minor perturbations in the data result in correspondingly
small changes in the persistence diagrams.

In the applied part of the thesis, we build filtrations based on Rips and Cech complexes.
These tools allow us to turn point cloud data into topological spaces. We apply this
approach to study brain functional networks, using persistent homology to identify structural

differences between individuals with autism spectrum disorder and neurotypical individuals.
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Kapitulli 1
Hyrje

Né dekadat e fundit, analiza e t€ dhénave ka pasur njé zhvillim té€ réndésishém, duke
pérfshiré teknika t€ avancuara jo vetém nga statistika dhe algoritmet klasike, por edhe nga
topologjia algjebrike. Njé nga kéto zhvillime thelbésore €shté Homologjia Persistente, njé
mjet ky¢ 1 Analizés Topologjike t€ t€ Dhénave qé mundéson shqyrtimin e formave té t&
dhénave né shkall€ t€ ndryshme duke nxjerré vegorité topologjike t€ qéndrueshme edhe né
prani té€ zhurmés.

Homologjia persistente pérdoret pér t’i analizuar strukturat topologjike, si: lidhjet,
vrimat dhe boshlléqget né dimensione té€ ndryshme. Pér ta ilustruar intuitivisht, mund té
imagjinojmé formimin e nj€ shpelle g€ zhvillohet me kalimin e mijévjecaréve nga pika
t& ujit: fillimisht shfagen ndryshime té€ vogla, por vetém strukturat mé t€ géndrueshme
mbijetojné. Né ményré analoge, homologjia persistente kalon népér filtrime té t€ dhénave,
duke ruajtur vetém vecorité mé t€ réndésishme.

Kjo teori lindi né€ fillim t&€ viteve 2000, kur u shfaq nevoja pér t€ analizuar t&€ dhéna
komplekse dhe t& zhurmshme né ményré topologjike. Matematikanét Herbert Edelsbrunner,
David Letscher dhe Afra Zomorodian ishin ndér t&€ parét qé€ né vitin 2002 prezantuan njé
metodé pér matjen e “jeté€gjatésis€” s€ vecorive topologjike duke pérdorur filtrime. Emri
“homologji persistente” vjen nga fakti se ajo gjurmon se cilat vegori topologjike mbeten té
géndrueshme ndérsa ndryshon niveli 1 analizés.

Homologjia persistente ka gjetur zbatim né fusha t€ ndryshme, si neuroshkenca,
mjekésia, gjenetika, inteligjenca artificiale dhe machine learning, duke ofruar njé aparaturé
pér analizén e strukturave komplekse dhe shumédimensionale.

Né két€ punim, fokusi €shté zhvillimi teorik i homologjis€ persistente, duke filluar
nga bazat e topologjisé algjebrike, ndértimi i komplekseve, teoria klasike e homologjisé

simplekse dhe singulare deri te konceptet mé€ moderne, si: filtrimet, barkodet, diagramet e
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persistencés dhe teorema e stabilitetit.

Punimi, gjithashtu, pérmban nj€ aplikim pér ilustrim, ku homologjia persistente pérdoret
pér t€ analizuar struktura topologjike né rrjetat funksionale t€ trurit, duke pérfshiré t&€ dhéna
nga individé me ¢rregullim t& spektrit t€ autizmit.

Kjo tezé ndahet né teté kapituj, t€ organizuar né ményré qé lexuesi t€ mund té ndjeké
gradualisht zhvillimin e teoris€é, nga bazat topologjike e deri te zbatimi i homologjis€

persistente né t&€ dhéna.

- Kapitulli 2 — Komplekset: Fillimisht, prezantohen komplekset e simplekseve, si
ndértimet themelore q€¢ mundésojné kalimin nga hapésirat e t€ dhénave diskrete
né objektet topologjike. Pastaj trajtohen komplekset e gelizave, t€ cilat ofrojné

fleksibilitet mé t€ madh né ndértimin e hapésirave topologjike mé t& pérgjithshme.

- Kapitulli 3 — Homologjia simplekse: N¢ kété pjesé zhvillohet teoria e homologjisé
pér komplekset e simplekseve, duke ndértuar zinxhirét e komplekseve, si kombinime
lineare t€ simplekseve, operatorét e kufirit 0, ciklet dhe kufijté. Pérkufizohet grupi i

homologjisé:
Hk _ ker(@k)
Im(1)

2

ku ker(0y) jané ciklet dhe Im(0y;,) kufijté. Kéto grupe masin “vrimat
k—dimensionale né hapésiré. Jepen shembuj konkreté t&€ homologjisé pér grafe dhe

sipérfage, si dhe ményra e llogaritjes.

- Kapitulli 4 — Homologjia singulare: Pasi &shté trajtuar homologjia simplekse,
kapitulli i1 katért zgjeron qasjen teorike pérmes homologjisé singulare, e cila éshté
mé e pérgjithshme dhe e aplikueshme né€ ¢do hapésiré topologjike, pa u kufizuar né
ndértimet e simplekseve. Prezantohet pérkufizimi formal 1 homologjisé singulare
pérmes zinxhiréve singularé dhe analizohen koncepte themelore, si: invarianca
homotopike, vargjet ekzakte dhe teorema Mayer—Vietoris-it. Gjithashtu, diskutohet

ekuivalenca mes homologjisé simplekse dhe asaj singulare.

- Kapitulli 5 — Homologjia persistente: Ky &shté kapitulli gendror i temés, ku
ndértohen filtrimet, nj€ varg nénkompleksesh:

KyCK CKyC---CK,

Me analizimin e homologjis€ né ¢do hap té filtrimit, vézhgohen lindja dhe zhdukja e
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vecorive topologjike, t€ cilat mé pas vizualizohen pérmes diagrameve té persistencés
dhe barkodeve.

Kapitulli 6 — Konstruktimi i komplekseve té simplekseve: Ky kapitull fokusohet
né€ ndértimin praktik t&€ komplekseve t€ simplekseve nga t€ dhéna diskrete, té cilat
zakonisht paraqiten si bashkési pikash né njé hapésiré metrike. Né praktiké, objektet
qé duam t€ analizojmé rrallé paraqgiten si komplekse, ndaj €shté e nevojshme té
ndértojmé komplekse qé pasqyrojné sa mé miré strukturén topologjike té t& dhénave.
Prezantohen komplekset Rips dhe t& Cehut, ndértimi i té cilave shérben si bazé pér

krijimin e filtrimeve qé pérdoren né¢ homologjiné persistente.

Kapitulli 7 — Stabiliteti: Diskutohet njé nga rezultatet teorike mé themelore,
Teorema e Stabilitetit, e cila siguron g€ ndryshime t€ vogla né t€ dhénat fillestare
shkaktojné vetém devijime t€ vogla n€ diagramet e persistencés, ku diagramet e

persistencés mbeten t€ ngjashme dhe té€ géndrueshme.

Mg saktésisht, nése f dhe g pérfaqésojné dy funksione qé pérshkruajné té€ dhénat dhe
dp éshté distanca bottleneck ndérmjet diagrameve té tyre t€ persistencés D(f) dhe

D(g), atéheré vlen jobarazimi:

dp(D(f), D(9)) < If = glloe-

Kjo siguron besueshméri né analiz€, njé fakt kyc pér aplikime reale. Né kété kapitull
pérmenden gjithashtu modulete e persistencés dhe strukturat algjebrike qé ndihmojné

né organizimin e informacionit topologjik né¢ t€ dhéna.

Kapitulli 8 — Autizmi pérmes homologjisé persistente: N¢E kapitullin e fundit,
homologjia persistente aplikohet né rrjetat neuronale t€ trurit tek individét me autizém,
pér t€ zbuluar ndryshime strukturore mes trurit t€ individéve neurotipiké dhe atyre
me crregullime té spektrit t€ autizmit. Analiza mbéshtetet né t&€ dhéna publike duke

pérdorur mjete softuerike, si Ripser, GUDHI dhe Python, pér llogaritje.



Kapitulli 2
Komplekset

Hapésirat topologjike shpesh jané té ndérlikuara dhe t€ véshtira pér t’u kuptuar
drejtpérdrejt. Por, matematika na ofron njé ményré elegante pér t’iu qasur: pérmes ndarjes
né pjesé mé t€ vogla e t€ thjeshta. Komplekset t&€ ndértuara nga simplekset apo qgeliza
shérbejné si nj€ uré lidhése mes abstraksionit matematikor dhe analizés konkrete.

Duke ndértuar nj€ hapésiré nga kéto copéza té thjeshta ne mund ta analizojmé até€ mé
leht€, pa humbur informacion. Né két€ ményré, komplekset nuk jan€ vetém mjete teknike

pér llogaritje, por shérbejné pér té kuptuar strukturén e njé hapésire.

Pérmbajtja e kétij kapitulli bazohet né masé té konsiderueshme né shénimet e M.
Lackenby [12] dhe né librin ¢ H.Edelsbrunner dhe t€ J.Harer [5].

2.1 Komplekset e simplekseve
Pérkufizim 2.1.1. Pérn € N, n-simpleksi standard éshté bashkésia:

A" = {(%0,...,33'”) ERR%J:I@' >0 dhe Z,I‘,L: 1}

Numri jonegativ n &shté dimensioni 1 simpleksit. Vérejmé se ekzistojné pérfshirje mes

simplekseve té dimensioneve t&€ ndryshme:
A’c AlcA’c....

Simplekset standarde kan€ paraqitje t€ ndryshme varésisht nga dimensioni: pika (0-

simpleksi standard), segmenti (1-simpleksi standard), trekénd€shi dhe brendia e tij (2-
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simpleksi standard) dhe tetraedri (3-simpleksi standard). Kéto jané paraqitur vizualisht né

figurén 2.1.

X2

T A2

AO

—— 2
Zo

xq T

Z
Figura 2.1: Simplekset standarde t€ dimensioneve 0, 1 dhe 2.

Kulmet e simpleksit, t& shénuara me V' (A"), jané ato pika ku njé nga koordinatat éshté

1 dhe té gjitha té tjerat jané 0, pra:
V(A") = {(zo,...,2,) € A" | Fi .. x; =1dhex; =0, Vj #i}.

Pér ¢do nénbashkési joboshe A t&€ {0,...,n} ekziston njé faqe pérkatése e A", e cila

pérkufizohet si:
AY = {(wg,..., )} €A™ 1 2; =0, Vi ¢ A}

Ky éshté njé (|A| — 1)-simpleks. Nése |A| = n, atéheré kjo fage quhet fage maksimale.
Shembull 2.1.2. Né njé 2-simpleks standard A? {xg, z1, 72} kemi se:

- Faqet jané té gjitha nénbashkésité joboshe té simpleksit {zo, x1, 2} q€ pérfagésojné
simplekse té dimensioneve mé t&€ uléta. Késhtu, pikat {zo}, {z:},{z2} (0—
simplekset) dhe brinjét {zo, z1 }, {0, 22}, {21, 22} (1— simplekset) jané t€ gjitha faqe
té 2— simpleksit.

- Faget maksimale jané faget me dimensionin 1, pra segmentet.

Kulmet e simpleksit formojné njé bazé pér hapésirén R"*!, prandaj ¢do funksion
[+ V(A") — R™ zgjerohet né ményré unike né njé pasqyrim linear R"*' — R™ pra
¢do funksion i pércaktuar mbi kulmet mund té zgjerohet né njé funksion linear né t&€ gjithé

hapésirén. Ngushtimi f : A” — R"™ quhet pasqyrim afin.

Pérkufizim 2.1.3. Njé pérfshirje e faqes sé njé n-simpleksi standard né njé m-simpleks
standard (n < m) éshté pasqyrim afin i njé injeksioni V(A™) — V(A™).
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Pér shembull, né rastin kur n = 1 dhe m = 2 kemi pérfshirjet e njé 1-simpleksi (A i
cili &éshté nj€ segment me dy kulme) né njé 2-simpleks (A, i cili €shté njé trekéndésh me tri
kulme). Kéto pérfshirje korrespondojné me gjashté ményra t€ zgjedhjes s€ dy kulmeve nga

tri, pra me gjashté injeksionet e mundshme {x¢, x1} — {xg, 1, x2}.

Pérkufizim 2.1.4. Njé kompleks i simplekseve abstrakte éshté cifti (V,3) ku V' éshté
bashkési (elementet e sé cilés i quajmé kulme) dhe Y. éshté bashkésia e nénbashkésive té

fundme joboshe té V' (qé quhen simplekse) ashtu gé:
(i) pér¢dov € V, bashkésia njéelementéshe {v} éshté né 3,

(ii) nése o éshté njé element i 3. atéheré ¢do nénbashkési joboshe e o i pérket gjithashtu

3.
Kompleksi (V,X) quhet i fundmé nése V' éshté njé bashkési e fundme.

Shembull 2.1.5. Le t€ jeté hapésira V = {z, 71,22} dhe X C P(V) \ {0}.

Shembuj t€ komplekseve té€ simplekseve jané:

- ¥ = {{wo}, {1}, {72} }-

- = {ao}, {zr}, {ma} {mo, 1}, {z1, 221}
Ndérsa nuk jané komplekse t€ simplekseve:

- Y = {{x1},{x2}} nuk éshté kompleks i simplekseve pasi mungon bashkésia

njéelementéshe {z};

- Y = o}, {z1}, {x2}, {x0, x1,22}} nuk &shté kompleks i simplekseve pasi

pérmban {x¢, x1, z2 }, por jo nénbashkésité e saj {xo, 21}, {xo, 22}, {21, 22}

Né figurén 2.2 kemi, né rastin e paré, t€ b&jmé me kompleks té simplekseve, ndérsa dy

té tjerat nuk paraqesin kompleks t€ simplekesve.

(@) (b) (©)

Figura 2.2: Koleksion i simplekseve ku (a) €shté njé kompleks i simplekseve, ndérsa (b)
dhe (c) nuk jané t€ tilla: n€ (b) mungon njé brinjé qé duhej t€ ishte pjesé e kompleksit dhe
né (c) dy trekéndésha takohen pérgjaté njé brinje q€ nuk éshté brinj€ e asnjérit prej tyre.



Tani, né vazhdim do t€ pérshkruajmé njé€ metod€ pér t€ ndértuar hapésira topologjike.

Pérkufizim 2.1.6. Realizimi gjeometrik | K| i njé kompleksi té simplekseve abstrakte K =
(V, %) ndértohet si né vazhdim:

(i) Pér¢do o € X marrim njé kopje té (n+ 1)- simpleksit standard, ku n+ 2 éshté numri

i elementeve né o. Kété e shénojmé me A,,.

(ii) Nése o C T o,7 € X atéheré e indentifikojmé A, si njé nénbashkési e A, pérmes

pérfshirjes sé fages qé dérgon elementet e o tek elementet pérkatése té T.

Shembull 2.1.7. Le t€ jeté¢ V = {x, 21, x2} dhe 3 bashkésia e méposhtme:

Y= {{zo}, {z1}, {2}, {zo, 21}, {wo, 22}, {22, 21} }.

Pér té ndértuar realizimin gjeometrik |K| t€ kompleksit (V) X), ndjekim hapat né
vazhdim: Fillojmé me tri O-simplekse, qé pérfagésojné kulmet {zo}, {x1}, {z2}. Pastaj
shtojmé tri 1-simplekse, q€ pérfagésojné segmentet {xo, 1}, {z1, x2}, {z2, 20 }.

Identifikojmé 0-simplekset e pérbashkéta, kemi qé kulmi {x} ndodhet né {x, 21} dhe
{xo, x2} andaj i bashkojmé (ngjisim) kéto simplekse. Né kété ményré veprojmé dhe pér dy
0-simplekset e tjera.

Struktura e ndértuar éshté paraqitur né figurén 2.3 dhe pérmban vet€ém brinjét e

trekéndéshit (pa brendiné e tij pasi {xg, 1, 22} ¢ X).

Zo

{zo, 21} {0, 72}

1 {z1, 22} T

Figura 2.3: Realizimi gjeometrik | K| i kompleksit t& simplekseve (V, K).

Ndérsa né€ vazhdim kemi realizimin gjeometrik t&€ bashkésive simplekse.
Nénbashkésive njéelementéshe té V' u korrespondon pika:

{IEO|I‘0:1}CR
Nénbashkésive dyelementéshe t€ V' u korrespondojné segmentet e mbyllura:

{(xo,z1) |20 +21=1 AN 0<2z0,29 < 1},
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Nénbashkésive trielementéshe t&€ V' u korrespondojné sipérfaqe trekéndéshe:
{(zg,1,22) |vo+ 21 +22 =1 N 0 <2, 29,29 < 1}.
Nénbashkésive n—elementéshe t€ V' u korrespondojné:
{(xo, 21, Tpn1) |Zo+z1+ ...+ 201 =1 AN 0<mp,21,...,2,1 <1}

Pérkufizim 2.1.8. Trekéndéshézimi (triangulimi) i njé hapésire X éshté kompleksi i

simplekseve K me homemorfizmin ¢ : |K| — X.

Shembull 2.1.9. Torusi S* x S! éshté trianguluar duke pérdorur nénté kulme, sig shihet né
figurén 2.4. Pér ta béré figurén e mesme mé t& qart€, jané larguar brinjét né diagonale qé
shfagen né€ figuré€ e majté. Figura e paré€ njékohé&sisht paraget dhe kompleksin e simplekseve
té torusit.

Figura 2.4: Triangulimi 1 torusit.

Pérkufizim 2.1.10. Nése (V,X) éshté kompleks simpleksesh atéheré (V' Y') éshté
nénkompleks simpleksesh né qofié se V! C V., ¥/ C ¥ dhe (V',X') éshté kompleks i

simplekseve.

Pérkufizim 2.1.11. Njé pasqyrim simpleksesh ndérmjet (V1,%1) dhe (Va,%5) éshté
pasqyrimi f : Vi — Vy ashtu qé pér ¢do o1 € %1, Jog € Yy e tillé qgé f(o1) = o0o.

Pasqyrimi | quhet izomofizém simpleksesh, nése ka inverz simpleksesh.
Shembull 2.1.12. Le t€ kemi dy komplekse té simplekse (V7, ¥1) dhe (V5, 3), ku:

Vi =A{xo, 21,22}, 1= {{zo}, {21}, {22}, {0, 71} }
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dhe
Vo ={xo, 1,22}, Yo = {{zmo}, {z1}, {z2}, {z1, 22} }.

Funksioni f : V; — V5 1 pércaktuar né kété ményré:

flxo) =21, f(m1) =20, fl22) = 0.

€shté pasqyrim i simplekseve t€ dhéna. P&r mé tepér funksioni f &€shté njé izomorfizém
simpleksesh, sepse ai ka nj€ inverz simpleksesh.

Tani le t€ shqyrtojmé funksionin g : V; — V5 t€ pércaktuar si:

g(wo) = wo, g(x1) =71, g(12) = T>.

Edhe pse g paraget bijeksion mes kulmeve, ai nuk éshté isomorfizém simpleksesh, sepse

g({zo, 21}) = {xo, 21}, ndérsa {zo, 21 } ndodhet né 3, por nuk ndodhet né ¥.

Njé pasqyrim simpleksesh f mes komplekseve t€ simplekseve abstrakte K dhe Ko
indukon njé pasqyrim té€ vazhdueshém |f| : |Ki| — |Ks| ku K7 = (V1,%,), Ky =
(Va, ¥9). Ky pasqyrim éshté dhéné né vazhdim.

Fillimisht | f| pércaktohet mbi V(| K;|) duke ndjekur rregullin e pércaktuar nga f dhe mé
pas zgjerohet mbi ¢do simpleks duke pérdorur pasqyrimin afin unik.

Kur kemi t€ béjmé me komplekse t€ simplekseve t€ fundme, pasqyrimi pércaktohet
vetém duke ditur se ku shkojné kulmet. Pasi pércaktohen imazhet e kulmeve, pasqyrimi pér
té gjithé kompleksin pércaktohet automatikisht.

Shpesh nuk merremi me njé€ triangulim t€ sakté t€ njé hapésire, por mund t€ ndryshojmé
kompleksin e simplekseve n€ baz€. Nj& nga ményrat pér té ndryshuar njé¢ kompleks t&
simplekseve €shté duke e “ndaré né pjes€ mé t&€ vogla”. Ky proces na lejon t€ punojmé me

komplekse mé té thjeshta ose mé té€ pérshtatshme.

Pérkufizim 2.1.13. Njé néndarje e kompleksit K éshté kompleksi K' bashké me njé
homemorfizém h : |K'| — | K| i tillé gé pér ¢do simpleks o' € K, h(c’") pérmban plotésisht
njé simpleks té K dhe ngushtimi i h né o’ éshté afin.

Shembull 2.1.14. Le té jeté K triangulimii / x [ i paraqitur né diagramin e majté t& figurés
2.5. Pér ¢do numér té ploté pozitiv r le té jeté K’ triangulimi i [ x [ i pérftuar duke ndaré
I x I né njé rrjet prej r* katrorésh kongruenté dhe mé pas duke ndaré secilin prej tyre sipas
diagonales qé shkon nga poshté-djathtas né lart-majtas si¢ éshté né figurén 2.5. Atéheré, K’
éshté njé néndarje e K. Ne e shénojmé kété ndarje si (1 x I),).
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Figura 2.5: Shembull i njé ndarjeje té kompleksit K.

2.2  Orientimi

Né kété pjesé do té shqyrtoymé rolin e orientimit né triangulimin e sipérfageve dhe
se si ky orientim reflekton dallime topologjike mes dy objekteve qé jané homotopikisht
ekuivalente, por jo homeomorfe: cilindri dhe shiriti i Mobius-it.

Cilindri mund té triangulohet duke filluar nga njé drejtkéndésh i1 ndaré né katroré e mé
pas né trekéndé€sha té vegjél, ku brinjét vertikale ngjiten pa rrotullim, shih figurén 2.6. N¢&
kété rast €shté e mundur t€ zgjedhim njé orientim koherent pér ¢do 2— simpleks, né ményré
q¢€ kompleksi t€ jeté 1 orientueshém. Kjo do t€ thot€ g€ mund t€ caktojmé nj€ renditje té
vrimave pér ¢do trekéndésh te till€ qé éshté né pérputhje me fqinjét e tij. Pra, triangulimi i

cilindrit reflekton orientimin e tij.

A\
rr
A\
rr
\
L4
\
L4

Figura 2.6: Kompleksi i Figura 2.7: Kompleksi i shiritit
simplekseve té cilindrit t& Mobius-it

Ndérsa, te shiriti i Mobius-it duhet g€ t’i ngjisim brinjét me njé rrotullim prej 180
shkall€sh, shih figurén 2.7. Kur tentojmé t& triangulojmé kété sipérfage me simplekse,
ndonjé trekéndésh i orientuar né njérén ané t&€ shiritit do t& pérfundoj€ 1 lidhur me njé
trekéndésh qé ka orientimin e kundért pas kalimit pérgjaté shiritit. Ky fakt bén t€ pamundur
qé té caktohet njé orientim pér t& gjitha komplekset e simplekseve né ményré qé fqinjét té
kené orientime t€ njéjta. Andaj triangulimi 1 shiritit t€ Mobius-it nuk &shté€ i orientueshém,
gj€ qé reflekton dhe faktin se kjo sipérfaqe €shté e paorientuar.

Edhe pse cilindri dhe shiriti i Mobius-it jané homotopikisht ekuivalenté, té dy
deformohen né rrethin S*, mirépo ata nuk jané homeomorfé dhe nuk mund té kené
triangulime t€ krahasueshme nga ana e orientimit. Kjo diferencé béhet e dukshme pikérisht

kur analizojmé triangulimet:
- Né cilindér ¢do trekéndésh mund té€ orientohet né ményré koherente me té tjerét.
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- NEé shiritin e Mobius-it nj€ orientim 1 tillé€ éshté 1 pamundur pér t€ gjithé triangulimin.

Pér t&€ kuptuar mé€ miré orientimin e hapésirave duhet té€ pércaktojmé fillimisht
orientimin e simplekseve. Orientimi i simplekseve do t& luajé nj€ rol t€ réndésishém mé
voné né llogaritjen e homologjisé.

Deri tani njé simpleks €shté dhéné si njé bashkési e kulmeve té€ tij. Njé simpleks i
orientuar &shté njé simpleks me njé zgjedhje t&€ orientimit. N¢ rastin e njé brinje qé éshté
njé 1-simpleks, orientimi pércaktohet nga zgjedhja e renditjes mes dy kulmeve, pér shembull
{0, x1} 0se {x1, xo}, ku kéto dy renditje jané t& kundérta me njéra-tjetrén.

Vini re: N& bashkési renditja e elementeve nuk ka réndési, por kétu, pérkundér shénimit
me kllapa qé pé€rdorim zakonisht pér bashkési, renditja e kulmeve luan rol dhe pércakton

orientimin e simpleksit.

X1 X1 T

N

Figura 2.8: Orientimi i brinjéve {xo, z1} dhe {1, x¢}

Pér njé 2-simpleks g€ €shté njé trekéndésh, orientimi pércaktohet nga njé renditje e
kulmeve, si {xo, 21,22}, € cila mund t€ interpretohet gjeometrikisht pérmes njé vektori
normal g€ tregon drejtimin e sipérfages.

Né figurén 2.9 &shté paraqitur trekéndéshi {x¢,x1, 22} (majtas) dhe trekéndéshat e
orientuar {zg,x1, 22} = {r1,72,20} = {x2,70,21} (né gendér) dhe {zy,xp, 22} =
{zg, w2, 21} = {x2, 21, 70} (djathtas).

N¢é dimensione mé té larta njé n-simpleks orientohet duke vendosur njé€ rend mbi kulmet
e tij, duke zgjedhur késhtu njé drejtim té€ caktuar.

2 2 T2

Zo 1 zo Z1 Zo z1

Figura 2.9: Orientimi i 2— simpleksit {z, 1, x2}

Pérkufizim 2.2.1. Njé simpleks i orientuar me kulmet xo, 1, ...,z éshté njé (k + 1)-
varg i renditur o = {vg,v1,...,0x}. Pér njé permutim w té bashkésisé {0,1,... k},
identifikojmé:

o= (—1)sgn(7r){v7r(0), U7r(1)7 ce 7U7r(k)};
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ku sgn(m) éshté shenja e permutimit 71, pra shenja éshté 1 nése m éshté ¢ift dhe —1 nése
éshté tek.
Njé 0— simpleks x, po ashtu, mund té orientohet né dy ményra: {v} dhe — {v}.

Disa veti g€ rrjedhin nga pérkufizimi jané listuar n€ vijim:

- Cdo simpleks me kulmet zq, 1, . . . , xx mund t€ orientohet né dy ményra t€ ndryshme:
o ={xg,x1,..., 2} dhe —o. Njé simpleks i orientuar ka shenjé + ose — t&é vendosur
pérpara.

- Ndérrimi 1 dy kulmeve né nj€ simpleks t&€ orientuar 7 e ndryshon orientimin e tij duke

ndryshuar shenjén g€ i paraprin.

Njé veti e réndésishme e njé simpleksi té orientuar €shté se ai indukton njé orientim né

secilén nga faget maksimale té tij.

Pérkufizim 2.2.2. Nése 0 = {xg,x1,...,x} éshté njé simpleks i orientuar dhe p €
{0,1,...,k}. Atéheré orientimi i induktuar né fagen maksimale té o, éshté:
(=) {zo, 1, ..y Tpy o, Th )

Segmenti i orientuar {zg, 21 } indukton orientimet {z; } dhe —{z(} né faget maksimale
t€ tij (kulmet). Trekéndéshi i orientuar {x¢, x1, 5} indukton orientimet {x, 25}, {22, x1}
dhe {zo, x1} né faget maksimale té tij (brinjét), shih figurén 2.10. Vérejmé se brinjét jané

orientuar sipas drejtimit t€ shigjetés rrethore qé tregon orientimin e trekéndéshit.

o x1 xo Z1
Figura 2.10: Orientimi i 2— simpleksit {zo, x1, 22}
Tani qé kemi vendosur njé ményré pér t€ orientuar njé simpleks, do t€ shqyrtojmé
orientimi e t€ gjithé sipérfaqes.

Pérkufizim 2.2.3. Nése simplekset e orientuara o dhe o' kané njé brinjé té pérbashkét,
atéheré ato jané té orientuara né ményré kompatibile, nése ato induktojné orientime té

kundérta né brinjén e pérbashkét.
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Njé shembull i orientimit kompatibil éshté dhéné né figurén 2.11. Vérejmé se orientimet
e trekéndéshave pérputhen (t€ dyja shigjetat rrethore jané t€ drejtuara né drejtim té€ kundért
me akrepat e orés), gj¢ q¢ implikon qé orientimet e induktuara né€ brinjén e pérbashkét jané

té kundérta me njéra-tjetrén.

G

Figura 2.11: Orientimi i simplekseve né ményré kompatibile.

Rikujtojmé se nj€ shuméfagésh 1 dimensionit n €shté njé hapésiré topologjike né té cilén
¢do piké ka nj€ rrethiné g€ €sht€ homeomorfe me R"™. Njé shuméfaqésh i till€ i dimensionit

2, quhet sipérfage.

Pérkufizim 2.2.4. Le ¢ jet¢ K njé triangulim i sipérfages |K|. Themi se |K| éshté e
orientuar, nése té gjithé trekéndéshat e K jané té orientuar (si simplekse), né ményré qé té
viejé: ¢do ¢ift trekéndéshash té orientuar qé kané njé brinjé té pérbashkét jané té orientuar
né ményré kompatibile.

Njé sipérfaqge quhet e orientueshme nése mund té orientohet.

Orientueshméria e nj€ sipérfageje nuk varet nga triangulimi, por vetém nga vetité e saj
topologjike. Né vashdim kemi dy shembuj qé shpjegojné€ idené gjeometrike q€ géndron pas

késaj.

Shembull 2.2.5. Cilindri S X [0, 1] éshté i orientueshém, shih figurén 2.12. Simplekset
e orientuara induktojné orientim té kundért né té gjitha brinjét pérfshiré brinjén {xz¢, z; },

pérgjaté sé€ cilés ndodh ngjitja.

1 1

S 4IS/4IC/41S)
Ul U U

xo o

Figura 2.12: Triangulimi 1 Cilindrit.

Ndérsa, shiriti i Mobius-it nuk &shté i orientueshém, shih figurén 2.13. Supozojmé
se duam t€ orientojmé nj€ triangulim té shiritit t€ Mobius-it. Fillojmé duke zgjedhur njé

orientim pér njé trekéndésh (n€ skajin mé t€ ma;jt€) dhe mé pas 1 orientojmé trekéndéshat
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fqinjé né ményré kompatibile, njé nga nj€&. Né fund (n€ skajin mé té djathté), kemi
kundérshtim né€ orientim: trekéndéshi 1 fundit ( me ngjyré té theksuar) kérkon njé orientim
qé€ bie ndesh me orientimet e méparshme. Kjo tregon se nuk ekziston asnjé ményré qé t’i

orientojmé né ményré kompatibile t€ gjithé trekéndéshat n€ kété triangulim.

Z0 1 0 1 Z0 1 Zo 1

Q) N N
D D)

\43

5124

VN LD

C
C C

1 zo 1 zo 1 zo 1 zo

Figura 2.13: Triangulimi i shiritit t€ Mobius-it.

2.3 Komplekset e gelizave

Pér té kuptuar dhe pér té ndértuar hapésirat topologjike €shté thelbésore té kemi struktura
g€ jo vetém pérshkruajné kéto hapésira, por edhe e béjné procesin sa mé té thjesht dhe efikas.
Nga praktika e dimé se paraqitja e shumicés sé€ hapésirave topologjike pérmes komplekseve
té simplekseve kérkon njé numér shumé t€ madh simplekseve edhe pér hapésira té thjeshta
si torusi. Kjo e bén procesin mé t&€ ndérlikuar. Megjithése komplekset e simplekseve
jané njé mjet 1 dobishém, pérdorimi i tyre paraget kufizime. Pé&r ta thjeshtuar kété proces
prezantojmé komplekset qelizore, nj€ pérgjithésim praktik qé ofron njé ményré mé efikase
dhe té€ thjesht pér t€ ndértuar hapésira topologjike. Kéto struktura pérdorin mé pak elemente,

duke ruajtur qartésiné dhe informacionin thelbésor t€ hapésirave.

Pérkufizim 2.3.1. Sfera n-dimensionale S™ éshté bashkésia

St ={z e R"™ ||z =1} = {(xlax%-”axn—&-l) e R

n+1
Z xf = 1}
=1
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Pérkufizim 2.3.2. Le té jeté X hapésiré dhe f : S~ — X pasqyrim. Hapésira e cila
fitohet duke e “ngjitur” njé n—qelizé né X pérmes funksionit f pérkufizohet si herés i
unionit disjukt X 1D" ashtu qé pér ¢do piké x € X, f~'(x) dhe x indentifikohen. Shénojmé
me X Uy D".

Sn-l

XUrD"

Pérkufizim 2.3.3. Njé kompleks (i fundmé) i gelizave pér hapésirén X éshté dekompozimi
KCK'cK*Cc---CK'=X

ku:
(i) K° éshté bashkési e fundme pikash,
(ii) K fitohet nga K'™' duke “ngjitur” njé numér té fundmé i— gelizave.

Shembull 2.3.4. 1) Njé graf'i fundmé €shté kompleks i gelizash, i cili pérbéhet vetém

prej 0— gelizave dhe 1— gelizave.

1) ¢do kompleks 1 fundmé i simplekseve €shté kompleks gelizave, ku ¢do n—simpleks

éshté n— qgelize.

Shembull 2.3.5. Njé nga dallimet mé té dukshme mes komplekseve t€ gelizave dhe atyre
té simplekseve €shté numri i elementeve g€ nevojiten pér t€ pérshkruar t€ njéjtin objekt
topologjik. Komplekset e simplekseve pér shkak té natyrés sé tyre rigoroze dhe kérkesave
pér triangulim, zakonisht pérmbajné shumé mé shumé simplekse sesa komplekset e gelizave
q¢€ kané geliza. Do te paraqesim strukturat gelizore pér sipérfaget si torusi, cilindri, shiritit

1 Mobius-it dhe sfera, si dhe dallimet e tyre me komplekset e simplekseve.
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1) Struktura gelizore e torusit ndértohet duke u nisur nga njé 0-qgeliz€ v, e cila €shté
njé piké. ME pas ngjiten dyja 1-geliza (lakore) g€ 1 shénojmé me a dhe b, ku secila
bashkohet né t€ dy skajet me pikén v, pra skajet e tyre identifikohen me v. Né fund
ngjitet njé 2-qelizé T, e cila ngjitet sipas relacionit aba~*b~!, si¢ &shté paraqitur dhe
né figurén 2.14. Kjo ndarje pérbéhet vetém nga njé 0-qeliz€, dy 1-qgeliza dhe njé
2-qelizé, pra éshté shumé e thjesht.

Ndérkohé si¢c kemi paré mé herét né shembullin 2.1.9 kompleksi i simplekseve pér
torusin pérbéhet nga 18 trekénd€sha, shumé mé tepér pika dhe brinjé duke e béré
strukturén mé t€ ndérlikuar.
v a v v b v v b w
»
bA T 1w cl ¢ [Jc cf M Yy
v ? v w w w v
a a a
Figura 2.14: Struktura e Figura 2.15: Struktura e Figura 2.16:  Shiritit 1
qgelizave té€ torusit. gelizave t€ cilindrit. Mobius-it
i1) Struktura gelizore e cilindrit pérbéhet nga dy 0-qeliza v dhe w. ME pas ngjiten tri

iii)

1-gelizat (lakore) a, b dhe ¢, g€ lidhin kéto dy pika. Pérfundimisht ngjitet njé 2-qelizé
C, qé pérfagéson sipérfagen e cilindri. Njé strukturé e till¢ €sht€ dhéné né figurén
2.15

Ndérsa si¢ kemi paré mé herét né figurén 2.6 kompleksi i simplekseve pér cilindrin

pérbéhet nga katér trekéndésha dhe brinjét e kulmet pérkatése.

Struktura gelizore e shiritit t& Mobius-it éshté e ngjashme me até t& cilindrit, por
ndryshon né€ orientimin e 1-gelizés c. Pér shkak té kétij ndryshimi, kulmet ndérrojné
vendet dhe késhtu ndryshon edhe ményra se si ngjitet 2-qeliza. Njé€ strukturé e tillé

&shté paraqitur né figurén 2.16.

Ndérsa struktura e komplekseve t€ simplekseve pér shiritin ¢ Mobiusit éshté dhéné
né figurén 2.7 dhe pérbéhet nga gjashté trekéndésha, sé bashku me brinjét dhe kulmet

pérkatése.

Struktura e kompleksit té qelizave pér sferén S? pérbéhet nga njé 0-qelizé dhe njé
2-gelizé. Pra, me ngjitjen e tyre fitojmé sferén S2. Ndérsa struktura e kompleksit té

16



simplekseve pér sferén €shté shumé mé e ndérlikuar dhe pérbéhet nga mé shumé
elemente. Struktura e komplekseve t€ simplekseve pérbéhet nga bashkésia V' =

{0, 1,2, v3} dhe bashkésia e nénbashkésive:

Y= {{I'(), Iy, x?}? {$07 T2, I’g}, {1'1, T3, xQ}; {'IOJ I3, xl}?
{$0a xl}a {xb 332}, {'1727 1'0}, {ZL’(), flfg}, {.Z'g, '172}7 {.173, Il}a

{zo}, {z1}, {22}, {1'3}}

Pra, dyshja (V, X)) paraget kompleksin e simplekseve té sferés, i cili éshté paraqitur

edhe né figurén 2.17.

X2

Zo T

Figura 2.17: Kompleksi i simplekseve té sferés.
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Kapitulli 3
Homologjia simplekse

Njé nga pytjet themelore né topologji &shté: Kur jané dy hapésira topologjike té njéjta?
Pra, kur mund té “shndérrohen” njéra né tjetrén pa prishur strukturén e tyre. Njé nga ményrat

q€ pérdoret pér ta kuptuar kété Eshté grupi fundamental.

Nése dy hapésira jané t€ njéjta né€ két€ kuptim quhet homeomorfe, at€heré grupet e tyre
fundamentale jané gjithashtu té njéjta. Por ndodh q€ dy hapésira t€ kené grupe fundamentale
té njéjta, por t& mos jené té njéjta si hapésira topologjike. Pér shembull, sfera S® me

dimension 3 dhe sfera S*, kané té njéjtin grup fundamental, por s’jané hapésira té njéjta.

Pér t€ zgjidhur kété problem, do t€ prezantojmé homologjin€, e cila na jep mé
shumé informacion pér formén e hapésirés dhe ndihmon t’i dallojmé hapésirat q€ grupi

fundamental nuk i dallon.

Homologjia na mundéson t&€ numérojmé vrimat né€ njé hapésiré, kéto vrima mund té
jené t€ dimensioneve t€ ndryshme. Ndérsa njé vrimé né€ njé objekt dy-dimensional mund té
imagjinohet leht€, kuptimi i nj€ vrime katérdimensionale né€ njé hapésiré shtatédimensionale

nuk &shté aq intuitiv.

Ideja themelore e homologjisé &shté té pérkthejé problemet topologjike né objekte
algjebrike, zakonisht grupe ose hapésira vektoriale q¢ mund té analizohen dhe t€ krahasohen.
Kjo lejon studimin e hapésirave komplekse pérmes teknikave algjebrike, duke zbuluar tipare
themelore t€ formave dhe t€ lidhjeve t€ tyre q€ mund t€ jené t€ fshehura né njé pérshkrim

topologjik té drejtpérdrejte.

Pérmbajtja e kétij kapitulli bazohet né masé té€ konsiderueshme né shénimet e P. Schnider
etal. [17], librat e Z. Virk [19] dhe H. Edelsbrunner me J. Harer [5], si dhe né artikuijt ¢ P.
Nadathur [ 14] dhe punimin e diplomés s€ R. Garcia [6].
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3.1 Njé véshtrim intuitiv mbi vrimat né topologji

Homologjia pérdoret pér t€ numéruar vrimat né objekte dhe ky numér €shté invariant i
hapésirave topologjike deri né ekuivalencé t€ homotopisé.

Para se t€ kalojmé né€ pérkufizime le t& ndértojmé nj€ intuité rreth vrimave né komplekset
e simplekseve. Konsiderojmé dy komplekse t&é simplekseve K, dhe K, té paraqitura si
figurén 3.1. Sa (dhe ¢faré€ lloji) vrimash kané kéto komplekse?

T3 T2

X2

Zo T Zo T

Figura 3.1: Komplekset e simplekseve K; dhe K.

Kompleksi K pérfagéson kufirin e njé tetraedri (skeleti 1 tetraedrit) dhe p&rbén njé
triangulim t€ nj€ sfere t€ zbrazét dydimensionale. Pér kété arsye, mund t€ themi se ka njé
zgavér ose njé “boshllék”. Meqgenése ky boshllék ka té njéjtén dimension si ai 1 sferés
dydimensionale do t€ e quajmé njé vrimé (boshllék) dydimensionale.

Kompleksi K> mund té shihet si njé triangulim i katér pikave né rrafsh, ku pika z3
ndodhet brenda mbéshtjellésit konveks té tri pikave té tjera. Ky kompleks ésht€¢ homeomorf
me njé disk dydimensionale prandaj intuitivisht mund t€ themi se ai nuk ka ndonj€ vrimé.
Si te disku dydimensionale dhe K ka njé kufi t€ pérbéré nga brinjét {xo, 21}, {x1, 22} dhe
{0, x2}.

Ndérsa K; nuk ka kufi, ashtu si njé sferé q€ nuk ka kufi. M€ voné do té japim njé
pérkufizim t€ kufirit pér komplekset e simplekseve.

Disa komplekse si /; do t€ kené kufi bosh, né analogji me grafet pa gjethe, do
t’1 quajmé kéto komplekse cikle. Me kété kéndvéshtrim vrimat d-dimensionale né njé
kompleks te simplekseve /K duhet t€ jené nénkomplekse t€ pastra d-dimensionale g€ jané
cikle. Megjithaté jo ¢cdo cikél duhet té jet€ vrimé.

Kufiri 1 kompleksit K, éshté njé cikél njédimensional, sepse ai veté nuk ka kufi.
Sidoqofté ne nuk duam ta konsiderojmé kété cikél si njé vrimé njé-dimensionale t& Ko,
sepse ai €shté “i mbushur” nga trekéndéshat qé€ e rrethojné. Andaj intuita jon€ na thot€ se
vrimat jané nénkomplekse pa kufij - cikle, té cilat nuk jané veté kufij t€ ndonjé nénkompleksi

tjetér qé€ do ta “mbushé” at€ vrimé. N& vijim do ta formalizojmé kété intuité duke pércaktuar
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llojet e nénkomplekseve qé marrim né konsideraté, konceptin e kufijve dhe cikleve, si dhe

ményrén matematikore pér t€ pérshkruar ciklet g€ nuk jané kufij t€ dickaje tjetér.

3.2 Zinxhirét

N¢ vazhdim le t€ jeté K nj€ kompleks i simplekseve abstrakte me dimension n dhe F
fushé e koeficientéve. Zinxhirét jané shuma formale té€ simplekseve, ku secili simpleks ka
nj¢€ koeficient nga fusha IF.

Pérgdop € {0,1,...,n} le t& jeté n, numri i simplekseve me dimension p né K.

Pérkufizim 3.2.1. Njé p—zhingjir n éshté shuma formale Y ;" \io? ku \; € F dhe o¥ éshté
njé p—simpleks i orientuar né K pér secilén i.
Ky pérkufizim merr parasysh edhe orientimin: nése o éshté njé simpleks i orientuar

atéheré (—1) - 0 = —o pérfagéson té njéjtin simpleks me orientim té kundért.

N¢ kété shumé formale thjesht 1 caktojmé njé koeficient nga fusha [F secilit p—simpleks
t€ K. Kjo &shté njé shprehje formale g€ do té thoté se pérdorim simbolet + dhe >, por
ky veprim nuk ka ndonjé domethénie matematikore pértej ményrés sesi éshté shkruar. Nuk
ka ndonjé formé tjetér pér t€ pérfaqésuar njé zinxhir pérve¢ shumés me t€ cilén ai €shté 1
pércaktuar.

Le t& jené {07, 0%, ..., 0} } koleksioni i t& gjitha p— simplekseve né K.

p—simplekset g€ mungojné né p—zinxhirin kané koeficienté 0. Duke pérdorur veprimin e
mbledhjes dhe t&€ shumézimit me skalar né fushén ' mund t€ mbledhim dhe shumézojmé
me skalar dy p—zinxhiré ¢ = 3%, ;o7 dhe ¢/ = Y17, No? qé t& dy né K. Pasi zinxhirét

jané thjesht shuma formale, at€heré kemi
ZAU+ZA => (Ai+X)a? VAN EF.
i=1

EY Nof =D (k\)o? Yk A €F.

Prandaj kemi njé veprim t€ mbledhjes dhe shumézimit me skalar né bashkésiné

Cp(K) té t& gjithé p—zinxhiréve né K. Andaj mund té marrim pohim né vazhdim.

Pohim 3.2.2. Grupi i p-zinxhiréve (C,(K;F),+) éshté njé hapésiré vektoriale mbi fushén
.
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Vérejtje 3.2.3. Zinxhirét C, né thelb jané grupe abeliane, por kur pérkufizohen mbi njé
fushé, ato marrin gjithashtu strukturén e hapésirave vektoriale. Né kété pjesé kemi ndjekur
pikerisht kété qasje, pasi pérdorimi i fushave na mundéson té shfrytézojmé strukturén lineare
té hapésirave vektoriale, e cila éshté thelbésore pér ndértimin e homologjisé persistente, qé
pérbén qéllimin kryesor té késaj teze. Nése né vend té fushave pérdorim unaza, atéheré C,
nuk kané mé strukturén e hapésirés vektoriale dhe mbeten thjesht grupe abeliane. Mé voné,
né Seksionin 4.8, C,, do t’i shohim si grupe abeliane, pasi aty do té punojmé mbi unazén
Z. Kjo vérejtje béhet pér té shmangur ¢do konfuzion qé mund té lindé nga ndryshimi né

ményrén e trajtimit té bashkésisé sé zinxhiréve.

Vérejtje 3.2.4. N¢é vijim, mund té hasim pérdorimi e termit “grup” edhe kur flasim pér
hapésira vektoriale. Termi “grup’ pérdoret kétu pér té pérshkruar strukturén algjebrike té
zinxhiréve, pavarésisht nése kemi té béjmé me njé grup abelian apo njé hapésiré vektoriale
mbi njé fushé. Ky emértim vjen nga emértimi klasik, kur koeficientét merren né njé
unazé (zakonisht né 7,) dhe zinxhirét qé rezultojné formojné njé grup abelian. Né rastin
kur pérdoret njé fushé, ato marrin strukturén e njé hapésire vektoriale, por emri “grup

zinxhirésh” vazhdon té pérdoret pér té ruajtur shénimin klasik né literaturé.

X1

T
0 T3

T2

Figura 3.2: Kompleksi i simplekseve abstrakte L.

Le t€ shqyrtojmé kompleksin e simplekseve L nga figura 3.2. Dy shembuj t&é 1-
zinxhiréve dhe shumés sé€ tyre jan€ paraqitur n€ figurén 3.3.

Duke punuar né Z, (pjesa e sipérme e figurés 3.3) kemi se 1-zinxhirét mund té€ trajtohen
thjesht si nénbashkési t€ koleksioneve t€ brinjéve, pasi orientimi nuk ka réndési (meqé né Z,
kemi +1 = —1). Shuma e zinxhirit t€ kuq {zo, 22} + {x1, 22} dhe zinxhirit blu {x, 22} +
{x1,x3} jep si rezultat zinxhirin vjollcé {zo, xo} + {21, 23}

Mirépo nése llogarisim né njé fushé tjetér (pjesa e poshtme e figurés 3.3) kemi se
orientimi &shté i réndésishém. Shuma e zinxhirit me ngjyré té€ kuqe {x1, zo} + {zo, z2} +
{x2, x5} dhe zinxhirit me ngjyré blu {z1, xo} + {3, 22} rezulton né zinxhirin me ngjyré

vjolleé {xg, x2} + 2{x1, x0}.
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Zo \ s

ZTo T3
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Zo T3 Zo T3
To )

Figura 3.3: Rreshti i sipérm: mbledhja e zinxhiréve né€ Z,. Rreshti i poshtém: mbledhja e
zinxhiréve né€ ndonjé fushé tjetér.

Zakonisht né praktiké pérdoret fusha Z,, sepse ajo e thjeshton ndjeshém trajtimin e
zinxhiréve duke e béré orientimin t€ paréndésishém (pasi —1 = 1) pra nuk ka nevojé té
mbahet mend orientimi i ¢do simpleksi. Kjo e leht€son jo vetém konceptimin vizual dhe
teorik té strukturave topologjike, por edhe i1 pérshtatet mé miré llogaritjeve kompjuterike.
Né shumé algoritme g€ pérdoren né Analizén Topologjike t€ t&€ Dhénave dhe né aplikime
té tjera, perfshiré ato g€ lidhen me homologjiné persistente, pérdorimi i fushés Z, zvogélon
kompleksitetin dhe rrit efikasitetin e pérpunimit, duke shmangur mbajtjen e informacioneve

shtes€ pér orientimin dhe duke e béré implementimin mé t€ thjesht dhe mé t&€ shpejté.

3.3 Kufiri

Tani q€ kemi njé pérshkrim algjebrik té bashkésive t&€ p-simplekseve mund té
formalizojmé nocionin e kufirit. Intuitivisht kufiri i njé p-simpleksi pérbéhet nga t& gjitha
faget maksimale t€ tij.

Mg formalisht, le t€ jeté 0 = {x¢,x1,. .., x,} njé p-simpleks, atéheré J,(c) definohet

nga:

P
{:Ul,...,a;p}+{x0,x2,...,xp}—|—--~—|—{w0,...,xp,1}:j:Z{mo,...,f:i,...,xp},
i=0

ku shénimi Z; tregon se elementi v; €shté larguar nga bashkésia. Vrejmé se 0,(o) éshté njé
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zinxhir (p — 1)-dimensional.
Ky funksion pérshkruan ményrén se si njé kompleks 1 simplekseve ndértohet nga pjesét

e tij mé t€ vogla. Disa shembuj jané dhéné né figuré 3.4.

X2 2 Z2

o A )N\ S A

X X1 X T

Figura 3.4: Aplikimi i kufirit 0,, né simplekset e dimensioneve 2, 1 dhe 0.

Kemi se 0, éshté njé pasqyrim qé dérgon njé p-simpleks né njé (p — 1)-zinxhir. Duke
pasur njé strukturé té mirépércaktuar pér grupet e zinxhiréve, tani mund ta zgjerojmé kété

né ¢do zinxhir t€ mundshém.

Pérkufizim 3.3.1. Le té jeté p € N. Pasqyrim i kufirit
Oy : Cp(KF) — Cpq (K F)

éshté njé funksion linear i definuar mbi bazén e C,(IK;F) sipas kétij rregulli: pér ¢do p-
simpleks té orientuar o = {xq, x1, ..., x,} imazhii 0,0 éshté shuma e fageve maksimale té

o-S€ me orientimin e marré nga o, pra:

p

Dpo = Z(—l)i{xo,xl, L1, i, - Tp )

=0

Gjithashtu definojmé pasqyrimin zero 0y : Co(K;F) — 0 né hapésirén vektoriale triviale

qé pérmban vetém vektorin zero.

Njé fakt i rénd€sishém pér formulimin algjebrik t€ homologjis€ éshté se kur zbatojmé
dy heré radhazi pasqyrimin e kufirit rezultati €shté gjithmoné funksioni trivial. Kjo do té
thot€ se ¢do element g€ gjendet né imazhin e njé pasqyrimi t€ kufirit do té jet€ gjithmoné

pjesé€ e bérthamés s€ pasqyrimit t€ radhés.
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N¢é shumicén e rasteve nuk do té tregojmé qarté indeksin e operatorit t€ kufirit 0, sepse
nga konteksti do t€ jet€ e qart€ nése po u referohemi té€ gjitha vlerave t€ p apo njé vlere
specifike t& p. Po ashtu, kur shkruajmé 0,0 &shté e qarté q¢ kemi té€ b&jmé me pasqyrimin
Op.

Nga ana tjetér simboli 9% = 0 do té thoté qé pér ¢do p € N éshté veprimi i njépasnjéshém
1 operatorit t€ kufirit, pra

Op-100,=0

€shté funksioni g€ dérgon ¢do element né€ vektorin zero.
Teoremé 3.3.2. 9> =0

Vértetim. Mjafton té tregojmé se 9>c = 0 pér njé p-simpleks té orientuar

g = {l’o,l’l,...,l’p}.

Vérejmé se 00 éshté njé shumé formale e fageve té o t€ dimensionit p — 2.
Zgjedhim dy indeksa i < j nga bashkésia {0, 1, ..., p} dhe shqyrtojmé se si paraqitet faqet

/
0 = {x07x17 ey L1 L1y e oo s L1, L1y - - 7xp}

né 9%0. Njé fage e tillé merret né dy ményra, duke larguar kulmet z; dhe z; nga o.

- Fillimisht largojmé kulmin z; nga o duke vepruar me d, dhe mé pas largojmé kulmin
x; nga simpleksi i mbetur duke vepruar me d,_. Indeksat e kulmeve té larguar jané

j dhe i prandaj shenja né o’ éshté (—1)"(—1)7.

- Fillimisht largojmé kulmin x; nga o duke vepruar me 0, dhe mé pas largojmé kulmin
x; nga simpleksi i mbetur duke vepruar me 0,_;. Indeksat e kulmeve t& larguara jané
¢ dhe j — 1 (pasi €shté larguar tashmé kulmi x; dhe ¢ < j, kulmi z; tani €shté né

pozitén j — 1), prandaj shenja né o’ &shté (—1)%(—1)7~L.

Duke gené se kéto dy shenja jané t€ kundérta kemi se shuma totale &shté zero. Késhtu pér
¢do p-simpleks, kemi qé 920 = 0.

Rjedhim 3.3.3. /m(0;;1) C ker(0;)
Kufiri i njé simpleksit {xg, z1, 2o} t&€ dhéné si né figurén 3.5 mund té llogaritet si vijon:
O({wo, 71, 2}) = {wo, 21} + {m1, 2} + {72, 70}
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X2

Zo T - +

Figura 3.5: Kufiri i simpleksit {xg, z1, 22}.

Kufiri 1 secilés brinjé éshté:
O({xo, x1}) = 21 — 2o, O({z1,22}) = 20 — 1, O({22,20}) = 20 — 22
Prandaj kemi se:
O*({wo, 1, m2}) = (w1 — x0) + (22 — 1) + (29 — 22) = 0.
Andaj 5 = 0.

Koncepte e homologjisé qé do té prezantojmé n€ vazhdim jané pérgjithésime té vargut

té homomorfizmave t€ grupeve 0; q€ plotésojné Teoremén 3.3.2.

Pérkufizim 3.3.4. Koleksioni i grupeve té zinxhiréve té lidhur pérmes operatorit té kufirit

quhet zinxhir i komplekseve:

s O F) S O (K F) — -+ 5 Oy (K F) S Co(KGF) — 0
Ky zinxhir i komplekseve pérfagéson njé varg té grupeve ku ¢do C,(K) &shté njé grup
qé pérfagéson p-zinxhirét e njé kompleksi té simplekseve dhe J, jané pasqyrime qé lidhin
kéto grupe, duke siguruar q€ ¢do imazh i njé pasqyrimi 0, éshté né bérthamén e pasqyrimit
paraprak d,_1.
Pér géllime t€ llogaritjeve operatori i kufirit zakonisht paraqitet si matric€ me elemente
nga fusha F. Pér ¢do p € N njé matricé M, qé pérfaqéson operatorin e kufirit J, ndértohet

né két€ ményré:

- Shtyllat paragesin p- simplekset e orientuara té K.

- Rreshtat paragesin (p — 1)- simplekset e orientuara t& K.
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Co(K)  Cpa(K)  CpalK)
Figura 3.6: Skema e zixhirit t€ komplekseve.

- Elementi né pozicionin (7, 7) t€ matricés sé kufirit éshté +1 nése simpleksi 7 shfaqet
né€ kufirin e simpleksit j me t& njéjtin orientim dhe —1 nése shfaget me orientim té
kundért. Nése simpleksi ¢ nuk €shté pjes€ e kufirit t& simpleksit j at€heré elementi
pérkatés éshté 0.

Kur punojmé mbi fushén Fy ku —1 = 1, shenjat nuk bémné mé dallim. Né kété
rast matrica pérmban vetém vlera 0 dhe 1, qé tregojné pranin€ ose mungesén e njé

simpleksi né€ kufi, pa marré parasysh orientimin.

g
Zo

T3

ey
)

Figura 3.7: Komplekseve i simplekseve L.

Shembull 3.3.5. Matricat e kufirit M; dhe M, pér kompleksin L t€ paraqitur né figurén 3.7

jané:
{zo,z1,22} {zo,z1} {z1,22} {xo,xz2} {z1,z3} {z2,23}
{zg, 21} [ 1 {z0} -1 0 -1 0 0
{z1,22} | 1 {z1} 1 -1 0 -1 0
My = {zg,xz2} | —1 M, = {x} 0 1 0 -1
{z1,2z3} | O {z3} 0 0 0
{zo,23} \ 0 {z4} 0 0 0 0 0
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3.4 Grupet e cikleve dhe té kufijve

Pérkufizim 3.4.1. Njé p-zinxhir c e quajmé p-cikél nése 0(c) = 0. Z, = ker 0, éshté grupi
i p-té i cikleve dhe pérbéhet nga té gjithé p-ciklet.

Kujtojmé qé bérthama e njé homomorfizmi linear €shté njé nénhapésiré vektoriale e

domenit té tij, andaj marrim pohimin:
Pohim 3.4.2. Z, éshté nénhapésiré vektoriale e hapésirés C,(K).

Deri mé tani kemi pérkufizuar operatorin e kufirit, por ende nuk kemi sqaruar se cilét
zinxhiré quhen kufij. N& ményré intuitive, kufij jané pikérisht ata zinxhiré qé¢ mund té
merren si rezultat 1 aplikimit t€ operatorit t€ kufirit mbi njé zinxhir me dimension mé té
larté.

Pérkufizim 3.4.3. Njé p-zinxhir c éshté njé p-kufi nése ekziston njé ¢ € C,yq i tillé qé
() = ¢. B, = Im 0,1 quhet grupi i p-té i kufijve dhe pérbéhet nga té gjithé p-kufijté.

Pohim 3.4.4. B, éshté nénhapésiré vektoriale e hapésirés C,,(K).

g X1 X1 |

Zo Zo Zo

xs3 X3 Zs3

X2 T2 X2 X2

Figura 3.8: Katér ilustrime té ndryshme té cikleve dhe t€ kufijve.

N¢ figurén 3.8 paragqiten disa ilustrime té cikleve dhe té kufijve ku dy ilustrimet e para
jané cikle, ndérsa ilustrimi i treté tregon njé zinxhir q€ nuk &shté cikél. Ilustrimi 1 katért

paraget shumén e cikleve t€ méparshme.

3.5 Grupet e homologjisé

Tani jemi gati t€ formalizojmé nocionin e vrimave. Kujtojmé qé intuitivisht njé vrimeé
&shté njé€ cikél q€ nuk éshté njé kufi, pra nuk éshté e mbushur nga digka me dimension mé
té larté.

Duke pérdorur faktin q€ t€ gjitha objektet e pérkufizuara deri tani formojné hapésira
vektoriale dhe B,(K) &shté nénhapésiré vektoriale e Z,(K), andaj ka kuptim t&
pérkufizojmé herésin e tyre.
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Pérkufizim 3.5.1. Grupi homologjik i p-té H,(K') éshté grupi herés:
Hy(K) = Z,(K)/By(K)
Njé ményré ekuivalente pér t€ shprehur grupin homologjik éshté:
H), = ker(0,)/ Im(0p41).
Shpesh pérdoret shénimi H,(K;F) pér t& theksuar fushén [ mbi t€ cilén punojmé pér
llogaritjen e homologjisé.
Pérkufizim 3.5.2. Grupi homologjik i p-té i realizimit gjeometrik |K| té kompleksit té
simplekseve K pérkufizohet si:

H,(K)) = H,(K).

Shembull 3.5.3. Do té llogarisim grupet e homologjisé sé rrethit S'. Rikujtojmé se S* éshté
hapésiré homeomorfe me realizimin gjeometrik t€ kompleksit té simplekseve té€ dhéné si né
figurén 3.9.

Né vazhdim pér thjeshtim té simbolikés nuk do i shénojmé { , } pér simplekset.
Gjithashtu pér brinjét do té shénojmé {x, z1} me ey, {x1, 22} me ey dhe {zg, x5} me es.

Njé ilustrim éshté dhéné figurén 3.10.

~

Figura 3.9: Pérputhja homotopike mes rrethit dhe trekéndéshit.

Zinxhiri i komplekseve éshté:

02 Cy(S) & 01 (5Y) L Co(SY) 2 0
Kemi qé Cy(S!) éshté njé kopje e R® me bazé x1, x5, w3 dhe C1(S!) éshté njé kopje e R3
me bazé ey, 9, €3, ndérsa Cy(S?) = 0 pasi kemi té b&jmé vetém me skeletin e trekéndéshit,
pra interiori 1 tij €sht€ 1 zbrazét.
Pra, fitojmé zinxhirin:
0 R 2R 20
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X2
€3 €9

i T

€1

Figura 3.10: Simpleksi i rrethit S

Njehsojmé kufijté e simplekseve me radhé:
O1(e1) = 1 — wo, 51(62) =129 — 11, Oi(e3) =x9— T2

Pasi 0y dhe 05 jané pasqyrime triviale, kemi se ker 9y = R? dhe Im 9, = 0.

Tani do t€ njehsojmé grupet e homologjisé.
H()(Sl) = ker(@o)/ Im(@l) = <.I'0, Xy, l'2>/<l'1 — T, T2 — X1,Ty — 132>

Njé ményré pér ta menduar se sa &shté herési éshté t’i mendojmé elementet x; — xg, ro —
X1, o — T sl zero. Njé analogji éshté aritmetika modulo 3, ku t€ gjithé shuméfishat e 3-shit

1 mendojmeé si zero.
1’1—I0:0:>Z'0:I1, dhe 29— =0= 29 =1

Pra, To = T1 = T2. Andaj HO(SI) = R.

N¢é dimensionin njé kemi se:
H,(S") = ker(d;)/Im(0y)
Pér té gjetur ker(; ), shikojmé zgjidhjen e ekuacionit:
O1(aey + beg + ce3) =0

a(xy — xg) + b(xe — 1) + (g — 22) =0
(c—a)rg+ (a—b)xy + (b—c)za =0
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Pra, kemi fituar nj€ sistem t€ ekuacioneve:

c—a=0

a—b=0 =a=c¢, b=ua

b—c=0
0se
a 1
=t]1
c 1
Pra
ker 0y = t(e; + ey + €3)
Andaj

H,(S") = ker(9;)/Im(0y) = ker(d)) = {e1 + ez + e3) 2R

Pra grupet e homologjisé sé rrethit jané:

) R nései=0,1
Hi(S") =
0 néser>1

Shembull 3.5.4. Do té llogarisim grupet e homologjisé s€ diskut D, t€ cilin e kemi paraqitur
si kompleks té simplekseve né figurén 3.11. Ngjashém si n€ shembullin 3.5.3 do té pérdorim

simbolikén e njé&jte.

T2
€3 ()]

Zo €

€1

Figura 3.11: Simpleksi i diskut D.

Zinxhiri 1 komplekseve éshté:

0% (D) & (D) L Co(D) 25 0

Né ményré analoge si n€ shembullin paraprak ku njehsuam grupet e homologjisé€ sé rrethit,
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kemi se Cy(D) dhe Cy (D) jané kopje t& R3, mirépo kétu kemi qé Cs (D) éshté njé 2-simpleks
U, pasi interiori i trekéndéshit tani nuk &shté i zbrazét. Andaj kemi q¢ Cy(D) = R. Pra,
fitojmé zinxhirin:

03 02 3 01 3 0o

0 =R=R"—=R"—=0

Kufiri 1 simpleksit U éshté:

82(U) = € +€2 +€3
Njésoj si mé paré, kemi:

Hy(D) ~R.

Pasi 05 éshté pasqyrim trivial, kemi se Im 03 = 0. Tani do t€ njehsojmé ker(0s) dhe Im(0,),
né€ ményré g€ t€ njehésojmé grupet e homologjisé.

H, (D) = ker(0;)/ Im(0,)
Nga shembulli paraprak kemi se:

ker(01) = (e1 + €2 + €3)

Andaj
Hi(D)=(e1+ex+e3)/{e1+ea+ez) =0

Ndérsa
H,y(D) = ker(0;)/ Im(0s) = ker(09s) = 0

pasi Cy(D) gjenerohet vetém nga U, pra té gjitha elementet e kétij grupi jané shuméfisha té
U dhe t€ vetmit shuméfisha qé dérgohen né 0 jané shumfishat e zeros. Prandaj ker(0s) = 0.

Pra, grupet e homologjisé€ s€ diskut jané:

R nései=0
H;(D) =
0 nései#0

Nga shembujt 3.5.3 dhe 3.5.4 pér grupet e homologjisé sé rrethit S* dhe diskut D,
vérejmé se homologjia na jep njé ményré pér t€ dalluar format topologjike t&€ kétyre
hapésirave. T€ dyja hapésirat kané grupin homologjik t€ dimensionit zero izomorfe me
R. Megjithaté te grupi i paré dallojmé njé ndryshim thelbésor: te rrethi S*, H;(S') = R

qé tregon se ekziston njé vrimé (njé lak qé nuk mund té zhduket) ndérsa te disku D?,
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H(D?) = 0 gé do té thoté se nuk ka vrima, pra ¢do laku mund t€ tkurret né njé piké
brenda tij. Pra, homologjia na ndihmon t€ b&ymé nj€ pérshkrim algjebrik té dallimeve mes
hapésirave.

Shembull 3.5.5. Do té llogarisim prapé grupet e homologjisé sé rrethit S!, por tani duke
pérdorur njé kompleks simpleksesh qé€ pérputhet homotopikisht me katrorin. Njé ilustrim

1 kétij kompleksi t€ simplekseve €sht€é dhéné né figurés 3.13. Ngjashém pér thjeshtsi té

™~

112

\
L4

Figura 3.12: Pérputhja homotopike mes rrethit dhe katrorit.

simbolikés do t&€ pérdorin shénime e njéjta si n€ shembullin 3.5.3 dhe zinxhiri i komplekseve
né ményré analoge do té jeté:
0% R 2R 20

Kufijté e brinjéve jané si mé poshté:

31(61) = X1 — Zo, 31(62) = X2 — T, 31(63) = T3 — T2, 31(64) =Ty — T3

Zs3 €3 X2
<

esY A€2
\
4

Zo €1 x1

Figura 3.13: Kompleksi i simplekseve té rrethit S*.

Pasi 0, dhe d, jané pasqyrime triviale kemi qé Im(d,) = 0, dhe ker(dy) = R*.
Ho(S) = ker(ao)/lm(ﬁl) = R4/<l’1 — T, T2 — X1, Tz — T2, Ty — l’3> =~ R
H(S) =ker(01)/Im(0;) = ker(01) = (eg +ea +e3+e4) =R
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Pra, grupet e homologjisé€ jané:

R nései=0,1
H;(S) =
0 néser>1

Shembujt 3.5.3 dhe 3.5.5 ilustrojné se si homologjia &shté njé invariante topologjike, pra
pér dy komplekse t€ ndryshme t€ simplekseve q¢ modelojné t€ njéjtén hapésiré topologjike
né kété rast rrethin S?, pra grupet e homologjisé jané té njéjta. Kjo nénvizon faktin
qé homologjia nuk varet nga pérzgjedhja konkrete e kompleksit, por vetém nga forma
topologjike themelore e hapésirés. Ky rezultat me réndési t€ vecanté do t€ trajtohet né
kapitullin 4.

Teoremé 3.5.6. Nése realizimet gjeometrike té K dhe K' jané homotopike si hapésira

topologjike atéheré grupet e homologjisé jané izomorfe:

pér ¢do fushé F dhe pér ¢dop € {0,1,2,... }.

Megjithaté e kundérta nuk éshté e vérteté né rast t€ pérgjithéshém, nga izomorfizmi né
homologji nuk rrjedh domosdoshmérisht qé K dhe K’ jané ekuivalente sipas homotopisé.
Kjo sepse homologjia kap vetém informacionin mbi vrimat dhe strukturén topologjike né

nivel global, por nuk ruan t€ gjith€¢ informacionin rreth strukturés homotopike t€ hapésirave.
Pérkufizim 3.5.7. 5, := dim H,, = dim Z, — dim B, éshté numri i p-té i Bett-it.

Né kété pérkufizim dim éshté dimensionin i hapésirés vektoriale, pra dim /1, éshté numri

1 elementeve né bazén e hapésirés H,,.

Kur punojmé mbi njé fushé, grupet homologjike H,(/;F) jané hapésira vektoriale
dhe ¢do klasé homologjie pérfagéson njé nénhapésiré pérfaqésimi té cikleve qé ndryshojné
vetém me kufij. Mé sakté, klasa homologjike e njé cikli ¢ pérfagé€sohet nga elementi
[c] = ¢ + B, ku B, éshté nénhapésira e kufijve brenda hapésirés sé cikleve.

Dy cikle ¢ dhe ¢ quhen homologe nése i pérkasin té njéjtés klasé homologjie, domethéné
nése [c] = [¢]. Kjo ndodh kur ekziston njé kufi b € B, itillé€ qé ¢ = ¢ +b, apo q¢ diferenca
e tyre &shté njé kufi prac — ¢ € B,.

Pér njé shembull té cikleve homologe, shihni figurén 3.14.

N¢ kété ményré, ¢do element i grupit t& homologjis€ €shté né njé klasé té€ ekuivalencés

t€ cikleve dhe kjo klasé zakonisht shénohet me [c], ku ¢ éshté njé cikél pérfagésues.
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Figura 3.14: ¢’ dhe c jané cikle homologe.

Pér shembull, le t€ marrim kompleksin L t€ dhéné né figurén 3.15. Le té marrim ciklin
¢ = {x1, 22} + {2, 23} + {3, 21}, at€heré grupi homologjik H,(L;F) pérbéhet nga t&
gjitha kombinimet lineare t€ formés k[c|, ku &k &shté njé element i fushés F. Edhe pse
gjeometrikisht kemi vetém njé vrimé né kompleks, grupi homologjik pérmban mé shumé
elemente, sepse pérfshin té gjitha shuméfishat e ciklit c. Megjithaté, e gjithé hapésira
éshté e mbéshtjellé vetém nga [c|, késhtu qé numri i vrimave nuk llogaritet sipas numrit
té elementeve t&€ grupit, por sipas dimensionit t€ tij si hapésiré vektoriale, g€ né kété rast
éshté 1.

xy
Zo

xs

T2

Figura 3.15: Kompleksi i simpleksve abstrakte L.

Né ményré mé té pérgjithshme, ¢do grup homologjik me koeficienté né njé fushé F
éshté njé hapésiré vektoriale dhe éshté izomorf me F” pér ndonjé dimension 7. Q&llimi yné
kryesor gjaté llogaritjeve &shté té gjejmé kété dimension r = f3,, i cili pérfagéson numrin e

vrimave g-dimensionale:

- Bp éshté i nj&jt€ pér ¢do fushé F dhe pérfagéson numrin e komponentéve té

lidhshmérisé€ t& kompleksit K (pra vrimat 0- dimensionale);

- [ pérfagé€son numrin e vrimave né kuptimin klasik gjeometrik (1- dimensionale)
mirépo né fusha t€ ndryshme mund t€ zbulojn€ vrima t€ ndryshme né€ disa raste (si¢

do té ilustrohet né shembullin e shishes s¢ Klein-it).

- [y pérfagéson numrin e zgavrave apo té zbrazétirave té mbyllura (vrima 2-

dimensionale).
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Kéto interpretime do t€ shqyrtohen né vazhdim té kétij kapitulli.

Shembull 3.5.8. N¢ figurén 3.15 paraqitet njé shembull 1 njé kompleksi t€ simplekseve
abstrakte L. Duke pérdorur kété figuré, analizojmé grupet e homologjisé¢ Hy(L;F) dhe
H,(L;TF).

Grupi homologjik Hy(L;F) ka dimension 2, qé korrespondon me dy komponentét e
lidhshméris€ s€ kompleksit. Nj&€ bazé pér kété grup éshté:

{zo}] = {z1}] = Ha}] = [{s}] dhe [{4}]

Kjo tregon se kulmet x, z1, x9, 3 jané né t€ njéjtin komponent t€ lidhshmérisé, ndérsa
kulmi z, formon njé komponent mé vete.
Grupi homologjik H;(L;TF) ka dimension 1, qé pérfagéson njé vrimé né kompleks. Njé

bazg pér kété grup éshté:

{zo, 23} + {3, 21} + {21, 72}]

Ky cikél formon njé lak t&€ mbyllur qé nuk &shté kufi i ndonjé 2— simpleksi, prandaj

pérfagéson njé klasé jotriviale n€ H;.

3.6 Llogaritja e homologjisé

Njé nga metodat mé efektive pér té€ llogaritur grupet e homologjisé &shté pérmes
matricave t€ kufirit. Reduktimi 1 matricave na mundéson té pércaktojmé rangun e njé
transformimi linear.

Para se té japim detaje mbi llogaritjen e rangut le t&€ shpjegojmé si mund ta pérdorim
kété metodé pér té llogaritur numrat e Bett-it.

Le t€ jeté K njé kompleks 1 simplekseve abstrakte me dimension n dhe le t€ jeté [F njé
fushé koeficientésh. Pér ¢do p € {0,1,...,n} e shénojmé me n, numrin e simplekesve t&

dimensionit p né K.

Pohim 3.6.1.

dim ker 0, = n, — rank0,

Bp = ny, — rankd, — ranko,,

Numrat e Bett-it mund t€ shprehen vetém duke pérdorur numrin e simplekesve t€ njé

dimensioni té caktuar dhe rangun e operatoréve té kufijve pérkatés.
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Tani le t€ fokusohemi né llogaritjen e rangut. Duke pasur njé matricé té kufirit rangu 1
saj mund t&é gjendet lehtésisht nga forma e reduktuar e rreshtave ose e kolonave.
Pér t&€ arritur njé formé t€ reduktuar t€ rreshtave t€ njé matrice mund t&€ pérdorim

transformimet ¢ méposhtme mbi fushén F:

R1: Ndérrimi i dy rreshtave.
R2: Shumézimi i njé rreshti me njé element jozero té .
R3: Shuma e njé shuméfishi t&€ nj€ rreshti n€ nj€ rresht tjetér.

C1: Ndérrimi i dy kolonave.

Si pérfundim synojmé té arrijmé njé transformim té tillé:

—
1 = *
ai Tt Qip 0
1 * *
A
0 e 0
Qm,1 Am,n
0 e 0

Simbolet * jané elemente t€ ¢farédoshme nga [F. Né& kété rast r elementet e para té
diagonales vendosen té jené 1. Ky &shté njé version 1 formés s€ reduktuar t€ rreshtave dhe
mund t& arrihet gjithmoné. Megjithaté ekziston nj€ version tjetér i formés sé reduktuar t&
rreshtave, ku kéto elemente né diagonale jané jozero por jo domosdoshmérisht 1, ndérsa
elementet e tjera « mbeten té€ rast€sishme (dhe mund t€ jené edhe zero) né F. Duke pérdorur
két€ version rangu pércaktohet né t€ njéjtén ményré, mirépo zakonisht kemi mé pak veprime
mbi rreshtat pér ta arritur.

Numri i elementeve jotriviale né diagonale r paraqget rangun e matricés.

Shpesh nuk pérdorim transformimin C'1 dhe reduktojmé matricén vetém né formén klasike
té reduktuar té rreshtave, e cila zakonisht arrihet pérmes eliminimit t€ Gauss-it.

NE ményré t€ ngjashme mund té llogarisim edhe formén e reduktuar t€ kolonave duke
pérdorur transformimet pérkatése C'1, C2, C'3 dhe né€ disa raste R1.
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Shembull 3.6.2. Do té njehsojmé grupet e homologjisé€ té kompleksit t€ simplekseve L nga

figura 3.16. Fillimisht ndértojmé zinxhirin e komplekseve:
O—)Cga—%ClQCoa—%O

ku 02 = Rl, Cl = ]R5, 00 ~ RO,

x1
Zo

€3

T2

Figura 3.16: Kompleksi i simplekseve abstrake L.

Matricat e kufirit M, dhe M, pérfaqésojné transformimet lineare qé lidhin kéto hapésira,
dhe pér té gjetur homologjin€, do t€ pérdorim reduktimin e matricave pér té pércaktuar
rangun dhe imazhin e tyre. Pra, do t€ llogarisim rangun e matricave t€ kufirit né dimensionet

2 dhe 1, pér té gjetur grupet e homologjisé

ker 81

Hi(L) = 15

Matricat e kufirit n€ dimensionin 2 dhe 1, pérkatésisht jané:

{wo,z1,20} (w021} {z1,a2} {z0,2} {103} {wa.ws)
{zg, 21} [ 1 {0} -1 0 -1 0 0
{z1,20} | 1 {z1} 1 -1 0 -1 0
My = {zg,20} | —1 M, = {z5} 0 1 1 0 -1
{z1,23} | O {z3} 0 0 0 1 1
{zg,23} \ 0 {4} 0 0 0 0

Duke kryer vetém veprime mbi rreshta, marrim formén e reduktuar pér dy matricat

pérkatése. P&ér matricén M, jané kryer veprimet:
RQHRQ—Rl, R3<—>R3+R1.
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Ndérsa pér matricén M, jané bér€ kéto veprime:

Rl < —Rl, Rg g _RQ + Rl, R3 — —R3 + RQ, R4 g —R4 + R3

{@o,21,22} {0,321} {@1,22} {z1,23} {20,202} {22,203}
{zg, 1} 1 {zo} 1 0 0 1 0
{1, 22} 0 {z1} o 1 1 1 0
My = {z¢, 22} 0 dhe M| = {x,} o o0 1 0 1
{z1, 23} 0 {z3} o 0 0 0 0
{9, 23} 0 {4} o 0 0 0 o0

Né kété rast forma e reduktuar pérkon pér té gjitha fushat IF, por forma e reduktuar dhe rangu
1 matricave né€ pérgjithési varen nga fusha F.

Rangu i njé matrice té till¢ &shté numri i pivotéve. PE&r té siguruar qé pivotét té jené
vetém né diagonale si¢ kérkohet, duhet t& ndérronim kolonat 3 dhe 4. Rangu 1 matricave
pérkatése: Rank 0, = 1 dhe Rank 0; = 3. Pasi ny, = 1, n; = 5 dhe ng = 5, andaj kemi se:

5
Pasi ker 0y = Cy = R® dhe im 0, ka dimension rank 9; = 3.

kero; R* |
(L) = 35, = g =K

Ku dimkerd; = dimC; —rank9; = 5 — 3 = 2 dhe dimim 0y = rank 9, = 1.

ker O RO
H(L) = im@j = 0

2

0,

sepse dimker 9, = dimCy —rankd, =1 —1 = 0 dhe 03 = 0.
Ndérsa numrat e Bett-it jané:
- [y = ng — rank 05 = 0 - Kompleksi nuk pérmban vrima té dimensionit t& dytg.

- 1 = ny —rank 0; — rank 0y = 1 - éshté numri i vrimave né kompleks.

- Bo = ng — rank 9y = 2 - numri i komponentéve té lidhur.
Ndérsa llogaritja e formés s€ reduktuar mjafton pér t€ gjetur numrat e Bett-it shpesh

na intereson edhe té€ pércaktojmé ciklet pérfagé€suese t€ grupeve té€ homologjis€. Pér kété

qé€llim pérdorim nj€ formé tjetér kanonike té€ matric€s - formén normale t€ Smith-it.
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Kjo formé arrihet nga forma e reduktuar e rreshtave duke eliminuar elementet * né zero
duke pérdorur trasformimet né rreshta R1, R2, R3 dhe kolona C'1, C2, C'3.

—
1 0 0
a1, e Qg 0
1 0 0
- 0 0
Ami - U :
0 0

Pér té marré ciklet pérfagésuese duhet t€ pérdorim rreshta dhe kolona té reduktuar:
- Reduktimet e kolonave nga indeksi r + 1 e tutje formojné bazén e bérthamés.

- Kufijté e reduktuar té kolonave deri né indeksin » formojné bazén e imazhit.

Shembull 3.6.3. Le t€ llogarisim pérfagésuesit e grupeve t&€ homologjisé pér kompleksin e

simplekseve L nga shembulli 3.6.2. Matricat e kufirit né formé té reduktuar jané:

{wo,21,m2} {0,201} {1,202} {1,723} {zo,72} {w2,23}
{zo, 1} 1 {zo} 1 0 0 1 0
{z1, 22} 0 {z1} o 1 1 1 0
My = {zg,z2} | 0 dhe M| = {x,} o 0 1 0 1
{1, 23} 0 {z3} o 0 0 0 o0
{2, 23} 0 {z4} O 0 0 0 O

Matrica M, éshté vegse né formén normale t& Smith-it. Pér matricén M7, forma normale e

Smith-it &shté arritur duke kryer kéto veprime me radhé né kolonat e saj:

03<—>03—01, C4(->O4—01—02, C5<—>C5—03.

{zo,z1} {z1,22} {z1,23}—{x1,22} {wo,x2} —{21,22} —{20,21} {2223} —{21,23}+{1,22}

{zo} (1 0 0 0 0
{z:} | 0 1 0 0 0
{2} | 0 0 1 0 0
{25} | 0 0 0 0 0
{z.} \ 0O 0 0 0 0

Tani ndértojmé pérfagésuesit e homologjisé sipas dimensioneve:

Dimensioni 0:
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1. ker dy ka njé bazé qé pérbéhet nga {zo}, {x1}, {z2}, {23}, {24}

2. Im 0, kanjé baz€ qé formohet nga imazhet e tri kolonave té para té shénuara té€ formés
normale t& Smith-it, pra {zo, z1}, {z1, 22}, {x1, 23} — {1, 22}. Baza q€ merret né

két€ ményré Eshté:
{21} —{zo}, {w2} — {z1} dhe {z3} — {z1} + {22} — {71}

3. Mund t€ plot€sojmé bazén nga pika paraprake deri né bazén e ker J, duke shtuar
pér shembull {xy} dhe {z4} dhe késhtu {z(} dhe {z,} pérfagésojné dy 0-vrima qé
mbéshtjellin Hy(L).

X1
Zo

T3

4]
Figura 3.17: Pérfagésuesit e bazave t&€ grupeve t€ homologjisé t& L. Pérfaqésuesit {zo}

dhe {4} me ngjyré té kuqe, qé pérfaqésojné Hy(L) dhe pérfaqésuesi {xa, x4} — {x1, 23} +
{1, 2} né ngjyré t€ kaltér, qé pérfagéson H;(L).

Dimensioni 1:

1. ker 0, kanjé bazé qé pérbéhet nga {xo, xo} —{x1, 2} —{wo, 1}, {wa, 23} — {21, 24} +

{z1,22}.

2. Im 0, ka njé baz€ q€ formohet nga imazhet (kufijté) e kolonés s¢ paré€ té reduktuar té

formés normale t& Smith-it, pra {xo, 21, x2}. Baza qé merret né kété ményré éshté

{.@07271} + {.T1, 332} — {.2307272}.

3. Mund t€ plot€sojmé bazén nga pika paraprake deri né bazén e ker dy, pér shembull
duke shtuar {2, 3} —{z1, 3} + {21, 22} dhekéshtu {xq, x3} — {xa, 23} + {21, 22}
pérfagéson njé 1-vrimé qé mbéshtjell H,(L).
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3.7 Homologjia zero

Le t& jeté K njé kompleks i simplekseve dhe [ njé fushé e ¢farédoshme. Do té tregojmé
se [y €shté numri 1 komponentéve t& lidhshméris€ s¢ kompleksit t& simpleksave. Grupi

homologjik Hy(K) llogaritet duke pérdorur vargun e méposhtém:

Pér t€ njehsuar Hy(K; F) duhet té€ pércaktojmé bérthamén e operatorit té kufirit ker 9y dhe
imazhin e tij Im 0;. Meqé J, €shté trivial atéheré ¢do element i Cj(K') éshté né bérthamén
e tij, pra:

ker 0y = Cp(K).

Pér t€ pércaktuar Im0; vértetojmé pohimin né vazhdim.

Pohim 3.7.1. Le té jeté K njé kompleks i simplekseve, F njé fushé cilado dhe x,y € V dy
kulme. Kemi se {y} — {x} € Im0O, atéheré dhe vetém atéheré kur x dhe y jané né té njéjtén
komponent té lidhshmérisé sé kompleksit K.

Vértetim. Supozojmé se = dhe y ndodhen né t€ njéjtén komponent té
lidhshmérisé t& K. Atéheré ekziston nj€ rrugé nga x né€ y e pérbéré nga kulmet e kompleksit
K. Letéjeté x = vy, vy,..., v, = yrrugaetillé. Le té€jeté a = Zf:_ol{xi, Tit1} 1— zinxhir.

Duke vepruar me operatorin e kufirit mbi t&, kemi qé:

01(0) = 3 On({un i h) = Y (foin} = {0} = o} = oo} = {0} — fak

Prandaj {y} — {z} = 01(a) € Im(0,).

Tregojmé tani té anasjelltén. Supozojmé se {y} — {z} € Im(0;). Atéheré ekziston njé
1-zinxhir « i tillé q€ 0, (a) = {y} — {z}. Le t€ jeté K’ < K komponenti i lidhshmérisé t&
kompleksit K g€ pérmban kulmin z. Definojmé o t€ jet€ né a né K', pra pjesa e zinxhirit
« qé pérbéhet vetém nga ato kulme qé ndodhen né K’. Asnjé kulm nga V' \ {z,y} nuk
paraqitet né do/, pasi asnjé kulm nuk paraqitet as né da dhe termat € pérmbajné brinjé me
njé nga kéto kulme jané té njéjté si né «, ashtu edhe né o’. Prandaj 0o’ éshté {y} — {z} né
rast se y € K’ dhe {z} né t&€ kundértén.

Vérejmé se koeficientét para kulmeve né kufirin e ¢do simpleksi shumohen dhe japin
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zero. Pasi pér njé 1-simpleks {z, w} kemi:

I(k{z, w}) = k{w} — k{z}

Pra, koeficientét pér kulmet z dhe w jané pérkatésisht —k dhe k& dhe shuma e tyre éshté
k4 (—k) = 0. Pér mé tepér, pér shkak té linearitetit t€ operatorit t& kufirit 0, kjo vlen edhe
pér ¢do zinxhir. Andaj vetém rasti i paré éshté i mundur pra 0o/ = {y} — {z}.

O
Supozojmé se K, K, ..., K, jané komponentét e lidhshmérisé té kompleksit i dhe

se z; € K; pér ¢cdo 7. Do té kombinojmé informacionet né€ vijim pér té€ pérshkruar grupin e

homologjisé té dimensionit zero Hy(K; F):

1. Barazimi kerdy = Cy(K;F) do té thoté qé kerdy = Zy(K;F) dhe ka njé bazé t&
pérbéré nga kulmet {{z}}.cv.

2. Pér¢do brinjé {z,y} € K, kemi d{z,y} = {y} —{z}, pra {z} dhe {y} jané t& njéjta
né grupin e homologjisé [{z}] = [{y}].

3. Sipas Pohimit 3.7.1, klasat e ekuivalencés s¢ dy kulmeve né¢ homologji pérputhen

atéheré dhe vetém atéheré nése ato ndodhen né t&€ njéjtin komponent t&€ lidhshmérisé.

4. Nga pika 1, {{z}}.cv e mbéshtjell Hy(K;F). Por nga pikat 2 dhe 3 kemi se edhe
{[{vi}]}7, e mbéshtjell até.

5. Koleksioni {[{v;}|}", €shté linearisht i pavarur. Vértetimi &shté i ngjashém si né

pjesén e dyté t&€ Pohimit 3.7.1.

Koleksioni {[{v; }|}7_; formon nj¢ bazé pér H,(K;F). Prandaj dimensioni i kétij grupi

&shté 1 barabarté me numrin e komponentéve té€ lidhshmérisé t&€ kompleksit K, pra:

Né ményré té vecanté, nése kompleksi K &éshté i lidhur, atéheré ekziston vetém njé

komponent i lidhshmérisé, pra n = 1 dhe si rrjedhim:
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3.8 Homologjia e grafeve

Le té jeté K njé kompleks 1 simplekseve qé €shté njé graf i lidhur né rrafsh dhe le t€ jeté
[ cilado fushé. Tregojmé se [3; €shté numri i vrimave q€ K gjeneron né rrafsh.

Grupi i homologjisé H;(K) llogaritet nga vargu
Co(K) 2 C1(K) 2 Co(K).

Pasi né njé graf planar nuk kemi 2— simplekse (trekéndésha) atéheré Cy(K) = 0, andaj
H,(K) = ker 0, késhtu g€ mjafton té pércaktojmé bérthama e 0;.

1. Le té jeté Ky < K njé pemé& maksimale me degét e, eq, ..., €,.

2. Koleksioni i kufijve Oey, des, ..., e, €shté linearisht i pavarur. Pasi Ky, = 0
homologjia e paré e tij &shté triviale nga Teorema 3.5.6 dhe pasi K nuk pérmbané
2— simplekse (trekéndésha) kemi q¢ H,(K,) = kero . Né vecanti 0

P ( ) a 1(#o) 1|C1(K0) ¢ 1\Cl(Ko)
&shté injektiv. Kolonat e matricés sé tij jané deq, des, . . ., Je,, dhe nga injektiviteti

kemi se ato jané linearisht t€ pavarura.

Né figurén 3.18 paraqitet njé argument gjeometrik qé shpjegon pse koleksioni i
kufijve t€ brinjéve t€ njé peme &shté linearésisht i pavarur. Le t€ supozojmé se, pér
pemén né€ anén e majté t€ figurés, njé kombinim linear i kufijve t€ brinjéve t€ saj jep
vektorin zero. Meqenése kulmi a shfaget vetém né brinjén {a, d}, koeficienti pérkatés
pér até brinjé né€ kombinimin linear duhet t€ jeté zero. 1 njé€jti argument vlen edhe
pér kulmet b dhe ¢, késhtu qé¢ kombinimi linear pérmban vetém brinjé nga nénpema
né anén e djathté té figurés. Duke pérséritur t&€ njéjtin arsyetim pér kulmet d dhe e,
arrijmé né€ pérfundimin se kombinimi linear €shté trivial, pra t& gjithé koeficientét

jané zero. Prandaj, pohimi €shté i sakté. Ky arsyetim vlen pér ¢do pemé.

a

d ‘ d\/e

f f

Figura 3.18
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3. Le té jeté W mbéshtjellési i Oeq, ey, . . ., De,,.

4. Le t€ jené e, 41, €nt2, - - -, € degét e K qé nuk jan€ né K, ku ¢do e; &shté njé degé

nga kulmi z; né€ kulmin y;.

5. Shtimi i secilés prej degéve e, 11, €49, . . ., €, Krijon nj€ cikél té ri t& mbyllur, pra njé
vrimé topologjike. Kjo ndodh sepse secila prej kétyre degéve lidh dy kulme qé tashmé
jané té lidhura né pemén maksimale K pérmes njé€ rruge ekzistuese dhe késhtu shtimi

1 degés e; krijon njé cikél té ri.

Pra, né kété ményré ¢do shtim i njé dege e rrit dimensionin e bérthamés t& pasqyrimit
t& paré t€ kufirit me 1 pasi de; € W péredo j € {n+1,n+2,...,m}. Kjo do t&
thot€ se kufijté e kétyre degéve té reja nuk japin informacion té ri né€ imazhin e 9; dhe

prandaj kontribuojné né€ bérthamé duke rritur dimensionin e saj.

Né fund té kétij procesi t&€ shtimit t€ degé€ve kemi gjeneruar m — n vrima dhe

dimensioni i ker 9, (dhe (3,) €sht€ m — n.

6. Pér ¢do degé e; q€ nuk &shté n€ pemén K, ekziston njé rrugé (zinxhir) ¢; né pemé qé
lidh kulmet z; dhe y;. Atéheré cikli e; + ¢; éshté njé 1-zinxhir i mbyllur dhe [e;, ¢;]
pérj € {n+1,...,m} formojné njé bazé pér hapésirén H, (K;F).

Né vijim éshté paraqitur njé shembull ilustrues 1 késaj procedure.

Ky éshté njé€ kompleks i simplekseve K, i cili
paraqet njé graf t€ lidhur né rrafsh.

Degét e pemés me ngjyré mé té theksuar
pérbémné pemén maksimale Ky, ndérsa
mbéshtjellési formohet nga degét e késaj
peme. N kété ményré, vizualisht paraqgiten
hapat 1—3.
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Kétu degét qé jané té paragitura me ngjyré
mé t& theksuar nuk kontribuojné né€ pemén
maksimale, duke ilustruar késhtu hapin 4.

Kjo figuré tregon qarté ciklet (me ngjyra), t&
cilat pérb&jné nj€ baze t&€ grupit H;. N& kété
kontekst, grafi i paraqitur ka dy vrima, qé
do té thoté€ se dimensioni i homologjisé sé
paré (31) éshté 2, qé tregon numrin e vrimave
qé gjeneron ky graf. Pra, kétu pérshkruhen
vizualisht hapat 5-6.

3.9 Homologjia e sipérfageve

Pohim 3.9.1. Le té jeté K njé trekéndéshézim(triangulim) i njé sipérfaqgeje té mbyllur dhe

té lidhur té orientuar. Pér ¢do fushé IF kemi.

Vértetim. Pasi K &shté e orientuar do t€ thoté se ekziston njé zgjedhje e orientimeve pér
té gjithé trekéndéshat e K. Le t€ fiksojmé nj€ orientim té tillé pér to.

1. Nga struktura e sipérfages kemi se njé€ brinjé mund t’i pérkasé vet€ém njé ose dy

trekéndéshave.
2. NE& njé sipérfaqe t&€ mbyllur ¢do brinjé duhet t’u pérkasé saktésisht dy trekéndéshave.

3. Nga orientimi i trekéndshave kemi se né€se dy trekéndésha kané njé brinjé té

pérbashkét atéheré orientimet e induktuara mbi até brinjé jané té kundérta.

Le té€ jeté a zinxhiri q€ merret si shumé formale e t€ gjithé trekéndéshave té K, me orientim
té fiksuar. Duke pérdorur pikat 1-3 si mé sipér, ¢do brinjé shfaget né da dy heré, njé heré
me ¢do orientim (shihni figurén 3.19) dhe késhtu 0o = 0 g€ do té thoté se o &shté njé
cikél. Duke pasur parasysh se imazhi i 03 &shté trivial a pérfagéson njé klasé homologjie
jotriviale.

Ndérsa sa heré g€ njé 2-cikél 5 pé€rmban njé term +o ku o &shté njé trekéndésh i
orientuar nga pikat 2 dhe 3 kemi se t€ gjitha simplekset e orientuara qé kané njé brinjé

me o shfagen gjithashtu né o me koeficient 1.
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Figura 3.19: Pjesa e majté: Kufiri i njé zinxhiri qé pérbéhet nga t& gjithé trekéndéshat
e orientuar né ményré kompatibile t€ njé sipérfageje pa kufi éshté zero, pasi orientimet e
induktuara mbi brinj€ anulojné njéra-tjetrén. Pjesa e djathé: Kufiri i nj€ zinxhiri q€ pérb&het
nga njé koleksion i trekéndéshave t€ sipérfages pa kufi t€ orientuar pérmban ¢do brinjé mes
dy trekéndéshave dy her€.

Nése o shfaqget n€ termin Ao pér disa A € [F e pérsérisim té njéjtin argument pér zinxhirin
e ndar€ nga \. Duke zgjeruar kété pérfundim né¢ ményré induktive pér fqinjét e métejshém,
arrijmé né t€ gjitha trekéndéshat, pasi K &éshté i lidhur dhe késhtu kemi qé€ 5 = «.

O

Ky pohim nuk vlen pér sipérfaget q€ kané kufij. Po té ekzistonte njé 2-cikél jotrivial né
kété€ rast, argumenti i pérdorur né vértetimin e pohimit do té tregonte se ky cikél do t€ ishte
shuma e orientuar e t€ gjithé€ trekéndéshave (ndoshta e shumézuar me njé€ faktor t€ vet€m
jotrivial A € ). Duke gené se prezenca e nj€ kufiri t€ shuméfaqéshit nénkupton ekzistencén
e t€ paktén njé brinje q¢€ 1 pérket vetém njé€ trekéndshi, njé trekéndésh 1 till¢ (i shumézuar
me \) do té shfagej né kufirin e ciklit, q€ éshté njé kontradiksion.

Homologjia e dyté e njé shuméfaqéshi t€ lidhur me kufi pra &shté gjithmoné triviale.

Rasti i sipérfageve jo t€ orientuara €sht€ situata e paré ku zgjedhja e koeficientéve ka réndési.

Pohim 3.9.2. Le ¢ jeté K njé triangulim i njé sipérfageje té mbyllur dhe té lidhur jo té
orientuar. Atéheré Hy(K ;7o) = 7o dhe Ho(K;F) = 0 pér ¢do F # Zs.

Vértetim. Ngjashém si n€ vértetimin e pohimit paraprak fakti q¢ K é&shté njé sipérfaqe
do té thoté se nése njé€ 2-cikél o pérmban njé term +o pér ndonjé trekéndésh té orientuar o
atéheré pérmban gjithashtu njé term +o’ pér ¢do trekéndésh té orientuar o’ qé ka njé brinjé
té pérbashkét me o.

Pasi K é&shté e lidhur kjo do té thoté se o €sht€ shuma e t& gjithé trekéndéshave té
orientuar. Mirépo pasi K &éshté jo e orientueshme, nuk ka njé orientim t€ njéjté mbi
trekéndéshat dhe késhtu disa brinjé do t€ shfagen me koeficient 2 né kufi, shiko figurén
3.19. Prandaj nése 0 # 2, kufiri éshté jotrivial dhe 2-cikli i supozuar nuk ka njé kufi bosh
qé€ éshté njé kontradiksion. Késhtu qé 2-cikli i vetém &shté cikli trivial.

Mirépo nése F = Z, kufiri i marré€ €shté zero dhe késhtu « €shté€ cikli i vetém jotrivial.
Andaj Hy(K;Zs) = Zs.
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Shembull 3.9.3. Do t€ shohim njé€ shembull ku zgjedhja e koeficientéve bén ndryshime né
llogaritjet e homologjis€ 1-dimensionale e kjo hapésiré éshté shishja e Klein-it, te cilén do

ta shénojmé me K, shih figuren 3.20. Triangulimi i saj éshté dhéné né figurén 3.21.

Figura 3.20: Shishja e Klein-it.

Kemi g€ By = 1 pasi K éshté e lidhur. Megjithaté numri i dyté i Bett-it i késaj sipérfageje

té mbyllur varet nga koeficientét pér shkak se €shté jo e orientuar.
- 62(K,Z2) =1.

- Pérl¥ 7é ZQ,ﬁQ(K,F) = 0.

yl¥
yly¥
ylv

Figura 3.21: Triangulimi i shishes sé& Klein-it.

Numrat e Bett-it mund té llogarisim gjithashtu pérmes reduktimit t&€ matricave. N¢& vend
qé t’1 llogarisim, ne do t& tregojmé arsyen gjeometrike pér ndryshimin e 5, né€ varési té
koeficientéve. Shpjegimi do t& bazohet n€ figurén 3.21. N& secilén nga pesé pjesét e figurés
jepet njé triangulim 1 K. Shigjetat e zeza tregojné drejtimin né té cilin béhen identifikimet.
Njé vijé horizontale e kuge e vetme e orientuar pérfagéson njé cikél o, 1 cili gjeneron
dimensionin shtesé€ t&€ Hy(K';7Zs). Ajo &éshté paraqitur gjithashtu né figurén 3.20. Kemi
se [a] éshté homologjikisht jozero atéheré dhe vetém atéheré kur koeficientét jané nga Zo.
Supozojmé se vlen: 2[a] = 0 né homologjiné 1-dimensionale. Pér t€ vértetuar supozimin
shohim se pjesa e majté e figurés 3.21 pérmban dy kopje t€ ciklit « té paraqitura disi té ndara
nga njéra-tjetra. Klasa homologjike pérkatése nuk ndryshon nése ne 1€vizim (nénkuptojmé

njé ndryshim homotopik) secilén nga kopjet e a-s€ vegmas.
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Atéher€ le t’1 1€vizim si né figuré:
- lévizim kopjen e sipérme pak mé lart.

- 1&vizim kopjen e poshtme né fund té figurés. Pér shkak t&€ orientimit t€ pérmbysur ky
zinxhir shfaget mé pas né pjesén e sipérme té katrorit me njé orientim té€ pérmbysur.
Duke e 1€vizur kété€ pérfagé€sues mé poshté prané kopjes s€ paré t€ o, vérejmé se
kéto dy kopje e anulojné njéra-tjetrén pasi ato pérbéhen nga t€ njéjtat brinje por me

orientim té kundérté.

Prandaj supozimi vlen, pra 2[«/] éshté klasé e homologjisé triviale. N¢€ varési té koeficientéve

q€ llogarisim kemi:

- Nése F % Z, atéheré mund t€ pjestojmé barazimin 2[a] = 0 me 2 dhe fitojmé se
[a] =0 € Hi(K;F).

- Nése F = Z, atéheré nuk mund t€ e pjestojmé barazimin 2[a] = 0 me 2 pasi 2 =
0. Kemi qé [a] # 0 € Hy(K;Zs), dhe rrjedh se « jep njé dimension shtesé né
H1 (K, ZQ)
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Kapitulli 4
Homologjia singulare

N¢ dimensionet e vogla shpesh kemi njé€ intuité pér t€ dalluar kur dy hapésira topologjike
jané t€ ngjashme. Kjo ide formalizohet pé&rmes homeomorfizmit i cili ruan strukturén
topologjike t€ hapésirave. Nj€ pyetje e réndésishme €shté nése grupet e homologjis€ ruhen
nén njé homeomorfizém dhe pérgjigjja éshté pozitive. Grupet e homologjisé t& hapésirave
homeomorfe jané izomorfe.

Mirépo krahasimi 1 grupeve t€ homologjisé mund té jeté i véshtiré, vecanérisht kur
hapésirat nuk paraqgiten né forma t€ ngjashme, si né rastin e komplekseve té€ simplekse.
Andaj do paragesim homologjin€ singulare, njé ményré mé t€ pérgjithshme qé bazohet né
funksione té vazhdueshme nga simplekset né hapésira topologjike. Kjo metodé mund té
aplikohet pér ¢do hapésiré, pavarésisht strukturés q€ ka dhe ofron njé metod€ pér té€ analizuar

grupe ¢ homologjisé n€ ményré mé t& pérgjithshme.

Pérmbajtja e kétij kapitulli bazohet n€ masé€ t&€ konsiderueshme né librat A. Hatcher
[10], T.Dey dhe Y.Wang [4], shénimet e M.Gualtieri [9], R.Haugseng [ ] si dhe artikullin
e P.Nadathur [14].

4.1 Delta komplekset

Pas pérkufizimit t€ komplekseve t€ simplekseve, éshté e natyrshme t€ kérkojmé njé
version mé t€ pérgjithshém dhe mé fleksibil t€ tyre, vecanérisht kur duam t€ modelojmé
hapésira qé nuk ndjekin rregullat e rrepta t€ njé kompleksi t€ simplekseve. Pikérisht pér
kété arsye do té pérkufizojmé A-komplekset.

Pérkufizimi i paré €sht€ dhéné nga Eilenberg—Zilber né vitin 1950, duke i emértuar si

komplekse t€ semisimplekseve, pasi disa nga kushtet strikte t€ simplekseve jané zbutur, pér
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shembull mundet qé njé brinj€ ose fage e njé simpleksi t€ paragitet mé shumé se njé heré,
ndonjéheré edhe me orientime t€ ndryshme. Kjo e bén ndértimin topologjik mé té thjesht,
por pa ¢ humbur strukturén. Ng literaturé, mé voné jané emértuar si A-komplekse pér té
thjeshtuar shénimin.

Torusin dhe shishen e Klein-it mund t’1 pérftojmé duke ngjitur brinjét e njé katrori sipas
shigjetave, si¢ paraqitet n€ figurén 4.1.

b b

T: v \ v K: v \ v
? ?
c C

a ) ) a/ CI/ ™ Y a

I\ s
? ?

v v v v
b b

Figura 4.1: A-komplekset pér torusin 7" dhe sipérfaqen e Klein-it K.

Mund ta ndajmé katrorin n€ dy trekéndésha pé€rmes diagonales, prandaj kéto sipérfage
mund t€ ndértohet nga dy trekéndésha duke identifikuar brinjet né cifte. N&é ményré t&
ngjashme, njé shumékéndésh me ¢farédo numri brinjesh mund t€ ndahet né trekéndésha
pérmes ndarjeve né diagonale, késhtu qé té gjitha sipérfaget e mbyllura mund t€ ndértohen
nga trekéndésha pérmes identifikimit t€ brinjeve té tyre, shih figurén 4.2. Kjo tregon se
trekénd€shi shérben si nj€ bllok ndértimi nga 1 cili mund t€ ndértohen té gjitha sipérfaget.
Duke pérdorur vetém trekéndésha, mund t€ ndértojmé gjithashtu njé klasé t€ hapésirave
dy-dimensionale, t& cilat nuk jané sipérfaqe né kuptimin e zakonshém, nése lejojmé qé mé

shumé se dy ané té identifikohen njékohésisht.

Figura 4.2: A-kompleksi pér shumékénshin.

Ideja e njé A kompleksi €shté té pérgjithésojé ndértimet e tilla n€ ¢do dimension.

Analogu né dimensionin 7 1 njé trekéndéshi €shté n-simpleksi.
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Njé strukturé e A-kompleksit mbi njé hapésiré X &shté koleksioni i pasqyrimeve o, :

A"™ — X, ku n varet nga indeksi «, ashtu q¢:

i) Ngushtimi 04[an pa» €shté injektiv dhe ¢do piké e X ndodhet saktésisht né imazhin

e vetém njérit prej kétyre ngushtimeve.

ii) Cdo ngushtim i o, te njé fage e A™ &shté njé nga pasqyrimet o5 : A" ! — X. Kétu
po e identifikojmé fagen e A" me A""! pérmes homeomorfizmit linear kanonik qé

ruan renditjen e kulmeve.

iii) Njé nénbashkési A C X &shté e hapur né X atéheré dhe atéheré nése o' (A) éshté i

hapur né A" pér secilén o,,.

Kushti i fundit shmang rastet triviale, ku ¢do piké e hapésirés X konsiderohet si njé kulm
1 vecanté. Dekompozimet e méhershme té torusit dhe shishes sé Klein-it né€ dy trekéndésha,
tre brinjé dhe njé kulme pércaktojné struktura A-kompleksesh me gjithsej gjashté pasqyrime
0, pér torusin dhe shishen e Klein-it. Orientimet e brinjéve né figurat pérkatése jané né
pérputhje me njé renditje unike t€ kulmeve t€ secilit simpleks dhe kjo renditje pércakton
ményrén se si ndértohen pasqyrimet o,.

Nga iii) kemi se hapésira X mund t€ ndértohet si njé hapésiré herés e njé koleksioni
té simplekseve disjunkte A7, njé pér secilén pasqyrim o, : A" — X. Kjo hapésiré herés
fitohet duke identifikuar secilén faqe t&€ njé Al me Ag_l, qé€ 1 korrespondon ngushtimit
os t&€ o, né fagen pérkatése, ashtu si¢ pérshkruhet né kushtin (ii). Kjo hapésiré ndértohet
né ményré induktive: duke filluar me njé bashkési diskrete t&€ kulmeve, pastaj duke
bashkangjitur brinj€ pér t€ formuar njé graf, mé pas duke bashkangjitur 2— simplekset mbi
kété graf, e késhtu me radhé. Nga kjo piképamyje, té dhénat q€ pérshkruajné njé A-kompleks
mund té pérfagésohen né ményré térésisht kombinatorike si koleksione t& simplekseve A%
pér ¢cdo n, s¢ bashku me funksione qé i asocojné ¢do fage té njé n-simpleksi A} me njé

simpleks (n — 1)-dimensional Ag_l.

4.2 Pérkufizimi i homologjisé singulare

Né kapitullin e kaluar kemi paré se si mund t’i studiojmé format e ndryshme té
hapésirave pérmes homologjisé simplekse, duke i ndértuar ato si komplekse t€ pérbéra
nga kulme, brinjé, trekéndésha e mé tej. Kjo éshté njé metod€ elegante pér t&€ analizuar
strukturén topologjike t€ njé hapésire pérmes ndértimeve té rregullta dhe té kontrolluara

miré.
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Njé nga kufizimet themelore t€ homologjis€é simplekse &shté ményra se si lejohet té
pasqyrojmé njé simpleks né njé hapésir€ tjetér: pasqyrimet duhet té jené simplekse, ku
kulmet dérgohen né kulme dhe pasqyrimet jané t€ ndértuara né ményré qé respektojné
strukturén simplekse — pra nuk lejohet t€ dérgosh njé kulm né€ mesin e njé brinje, apo té
pérdorésh njé pasqyrim té ¢rregullt.

Pér t& kuptuar mé miré€ kété kufizim, le t€ marrim njé€ trekéndésh si njé 2- simpleks.
N¢€ nj€ pasqyrim té€ simpleksev, njé kulm duhet t€ dérgohet né njé€ kulm tjetér t€ kompleksit
pérkatés. Nuk lejohet g€ ai t€ dérgohet n€ mesin e nj€ brinje apo n€ brendésiné e trekéndéshit,
sepse kéto pika nuk jané kulme né kompleksin e simplekseve q€ po pérdorim, shih figurén
4.3.

7N

Figura 4.3: Kundérshembull 1 pasqyrimit t€ simplekseve.

Kjo kufizon lirin€ mbi pasqyrimet. N&é shumé raste, mund t&€ kemi njé pasqyrim qé éshté
1 vazhdueshém dhe topologjikisht domethénés, por nuk lejohet nga rregullat e strukturés
té simplekseve. Kjo na shtyn t€ prezantojmé njé teori mé té fleksibile pra homologjiné

singulare.

Né vend qé€ t€ kufizohemi te ndértimet e rregullta, pérdorim simplekse standarde dhe
lejojmé ¢do funksion t€ vazhdueshém prej tyre n€ hapésirén q€ duam té€ studiojmé. Nuk ka

mé kufizime, ¢do pasqyrim i vazhdueshém lejohet.

Kjo sjell me vete njé ndryshim thelbésor pasi derisa né¢ homologjiné simplekse mund té
ket vet€ém njé€ numér t€ fundmé pasqyrimesh (sepse ekziston vetém njé numér i fundmé i
ményrave pér t€ dérguar kulmet né kulme), né€ homologjiné singulare numri i pasqyrimeve
€shté 1 pafund. Ka pafund ményra pér té€ pasqyruar njé simpleks né njé hapésiré, pér aq kohé
sa pasqyrimi €sht€ i vazhdueshém. Pra kemi mundési pér té pérfshiré forma t€ ¢rregullta,
hapésira q€ nuk kané€ ndértim simpleksesh.

Njé simpleks singular n n€ njé hapésiré X &shté njé funksion i vazhdueshém o : A" —
X. Le t€ jeté C,,(X) grupi abelian i liré me bazé bashkésiné e n-simplekseve singulare né
X. Elementet e C,,(X) i quajmé n-zinxhiré ose mé sakté n-zinxhiré singular t& cilét jané
shuma formale ), n;0; pér n; € Z dhe 0; : A™ — X.

Operatori i kufrit 9,, : C,(X) — C,_1(X) definohet me formulén e ngjashme si mé
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paré tek homologjia simplekse:

On(0) = (=1)ol[vg, ..., 0., 0.

%

Né kété formulé, [vg, ..., 0;, ..., v,] pérfagéson fagen i-té té simpleksit standard A",
e cila fitohet duke larguar kulmin v;. Kjo fage identifikohet me simpleksin A"~ pérmes
pérfshirjes kanonike g€ e largon kulmin e i-t€, duke ruajtur renditjen e kulmeve.

Simboli o|[vg, ..., 0;,...,v,] nénkupton kompozimin e funksioneve o o ¢;, ku ¢; :
A"l — A" gshté pérfshirja qé dérgon A"~ né fagen pérkatése t& A™. Rezultati éshté
njé funksion i vazhdueshém A"~ — X pra njé (n — 1)-simpleks singular.

Shpesh e shkruajmé operatorin e kufirit 9, nga C,,(X ) né C,,_1 (X ) thjesht si 0. Rezulati
analog i Teoremés 3.3.2 vlen edhe tek simplekset singulare, andaj 9,,0,,,1 = 0 ose 9% = 0,

késhtu mund té pérkufizojmé grupin homologjik singular:

H, (X) = ker 0,
" - Iman+1 '

Nga veté ményra si pérkufizohen, grupet e homologjisé H,,(X) jané invariante topologjike,
pranése X dhe Y jané homeomorfe, atéheré kemi izomorfizmin H,,(X) = H,(Y') pér ¢do
n > 0. Ky fakt n€ né homologjin€ simplekse nuk &shté kaq i drejtpérdrejte.

Nga ana tjetér duke qené se grupet C,(X) jané t€ médha, numri i simplekseve
singulare n né X zakonisht €shté i panumrueshém, nuk €shté fare e qarté qé pér njé A-
kompleks X me njé numér t€ fundmé simplekseve grupet homologjike H,,(X) duhet t€ jené
domosdoshmérisht t& gjeneruara né ményré t&€ fundme pér ¢do n ose qé H,, (X)) duhet t& jeté
zero pér n mé t€ madh se dimensioni 1 X, dy veti q€ jané triviale pér grupet e homologjisé
simplekse H(X).

Pra edhe pse homologjia singulare duket mé e pérgjithshme dhe mé abstrakte sesa
homologjia simplekse, né t€ vértet€ ajo mund t€ shihet si njé rast i veganté 1 homologjisé€
simplekse pérmes konstruktimit n€ vazhdim.

Pér ¢do hapésiré topologjike t€ pérgjithshme X, mund t€ ndértojmé kompleksi singular
S(X). Ky kompleks &shté njé A-kompleks, ku secili n-simpleks singular o : A" — X
korrespondon me njé n-simpleks A” né S(X).

Lidhjet mes kétyre n-simplekseve jané té pércaktuara né kété¢ ményré: ¢do Al ngjitet né
kufijté e tij, té cilét jané (n — 1)-simplekse qé pérfaqésojné restriksionet e pasqyrimit o né
faget maksimale té simpleksit standard A”. Nga veté pérkufizimi, grupet ¢ homologjisé

simplekse t& kompleksit S(X), té shénuara me H2(S(X)), jané izomorfe me grupet e
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homologjisé singulare H,,(X) t&€ hapésirés X, pér ¢do n € N. Pra kemi
Hy(X) := HA(S(X)).

Ky rezultat tregon se homologjia singulare mund t&é konsiderohet si njé rast i vecanté i
homologjisé simplekse, ku hapésira topologjike X zévendésohet me A-kompleksin S(X).

Megjithaté, kompleksi singular S(.X') zakonisht éshté shumé i madh dhe pérmban njé
numér t€ panumért simplekse né secilin dimension. Kjo e bén modelin té komplikuar dhe t&
papérshtatshém pér llogaritje t€ drejtpérdrejta. Arsyeja géndron né faktin se ¢do pasqyrim
singular o : A" — X gjeneron njé simpleks unik né S(X') dhe numri i kétyre pasqyrimeve
€shté zakonisht shumé i madh, madje edhe pér hapésira relativisht té thjeshta.

Ciklet né homologjiné singulare jané t€ pérkufizuara n€ ményré algjebrike, por mund
t’u b&jmé njé interpretim mé gjeometrik pérmes ndértimit t&¢ A-komplekseve té fundme té

lidhura me to. Pér ta paré két€ mé qartg, le t€ konsiderojmé njé n— zinxhir singular g€ mund

5 = Zgiaia
7

ku e; = £1 dhe o; jané n—simplekse singulare, duke lejuar pérséritjen e simplekseve o; né

té shkruhet né formén

kété shumé. Kur llogarisim kufirin 9¢, i cili éshté njé shumé e (n — 1)— simplekseve
singulare me shenjat pérkatése +1, ndodh qé disa ¢ifte t€ kétyre simplekseve mund té
anulojné njéra-tjetrén. Kéto ¢ifte pérbéhen nga dy (n — 1)— simplekse identike qé shfagen
me shenja t€ kundérta né€ shprehjen e 9¢. Duke zgjedhur njé koleksion maksimal t& kétyre
cifteve q€ anulohen, mund té ndértojmé njé A-kompleks té rendit n, & e shénojmé me K.
Ky kompleks ndértohet duke marré njé kopje t€ simpleksit standard A™ pér secilén prej
simplekseve og; né &, dhe mé pas duke ngjitur faget maksimale té kétyre simplekseve né
cifte, sipas ményrés se si ato anulohen né kufi. Ky proces bazohet né informacionin qé na
jep operatori 0 dhe na lejon t&€ ndértojmé njé hapésiré t& re topologjike K.

Pasqyrimet e simplekseve o;: A" — X induktojné pasqyrimin fe: K, — X. Nése
¢ &shté njé cikél (dmth. 9§ = 0), atéheré t& gjitha faget maksimale té simplekseve A}
identifikohen né ¢ifte. Si rrjedhim, kompleksi K¢ €shté njé hapésiré qé né shumé pika
duket si hapésira e zakonshme R", pérve¢ ndoshta né skeletin e rendit mé t& ulét.

Né fakt, K éshté lokalisht homeomorf me R" né ¢do piké qé nuk ndodhet né skeletin
(n — 2)-dimensional t€ tij, q¢€ e shénojmé me K 272. Kjo do té thoté se jashté skeletit mé t&
ulét, hapésira K ka strukturé t€ njé shuméfaqéshi té€ zakonshém.

Orientimi 1 secilit simpleks né K¢ mund té pércaktohet duke marré shenjén pérkatése té

;. Prandaj hapésira K \ K, g’z €shté nj€ shuméfaqésh i orientuar.
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Mund t€ tregohet gjithashtu se edhe né pikat q€¢ ndodhen né interiorin e (n — 2)-
simplekseve hapésira K¢ €shté prapé njé shuméfaqésh. Megjithaté pér pikat q€ ndodhen
né skeletin (n — 3) ose mé té ulét i mund t€ mos keté strukturén e njé shuméfaqéshi. Pra,
pikat joshuméfaqéshe té K ndodhen vetém né skeletin (n — 3)-dimensional. Ky interpretim

na jep njé ményré t& qarté pér t€ paré€ klasat e homologjis€ népérmjet objekteve gjeometrike:

- Elementet e H;(X) pérfagésohen nga koleksione ciklesh té€ mbyllura té orientuara né
X.

- Elementet e Ho(X) pérfagésohen nga sipérfage t€ mbyllura dhe té orientuara té

pasqyruara né X pérmes njé pasqyrimi fe.

Né pérfundim, kjo analizé tregon qé ciklet né homologjiné singulare nuk jané vetém
shuma abstrakte funksionesh, por ato pérfagésojné objekte t€ miréfillta gjeometrike qé
ngjasojné me shuméfagésh t€ mbyllur. Kjo lidhje mes pérshkrimit algjebrik dhe strukturés
gjeometrike €shté njé nga arsyet pse homologjia €shté kaq e rénd€sishme né topologjiné

algjebrike.

4.3 H() dhe H1

Pohim 4.3.1. Né lidhje me ndarjen e hapésirés X né komponentét e saj té lidhshmérisé
pérmes rrugéve X, grupi homologjik H, (X)) éshté izomorf me shumén direkte té grupeve

homologjike té secilit komponent. Késhtu, kemi izomorfizmin:
H,(X) = P Ha(X.).

Vértetim. Meqenése imazhi i ¢do simpleksi singular €shté 1 lidhur sipas rrugéve, ¢do n-
zinxhir singular gjendet plotésisht brenda njé komponenti té lidhshmérisé s¢ X. Prandaj,
grupi C,(X) mund t&é shkruhet si shumé direkte e néngrupeve C,(X,), ku X, jané

komponentét e lidhshmérisé sé X:
Co(X) = P CulXa).

Operatorét e kufirit 0,, ruajné kété ndarje duke i dérguar C,,(X,) né C,,_1(X,) dhe késhtu
ker 0,, dhe Im0,,,; ndahen gjithashtu né ményré té ngjashme si shuma direkte. Kjo bén qé

grupet e homologjisé t& ndahen po ashtu andaj kemi H,(X) = @, H,(X,).
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Pohim 4.3.2. Nése hapésira X éshté joboshe dhe e lidhur sipas rrugéve, atéheré:

Prandaj pér ¢do hapésiré topologjike X grupi Hy(X) éshté njé shumé direkte e kopjeve té

Z, njé pér secilin komponent té lidhshmérisé pérmes rrugéve té X.

Vértetim. Nga pérkufizimi kemi se Hy(X) = Cy(X)/Im 0, pasi 0y = 0.
Pérkufizojmé njé homomorfizém ¢ : Co(X) — Z, (> ,nioi) = > .n;. Ky
homomorfizém &shté qarté surjektiv nése X &éshté joboshe.

Do té tregojmé se kere = Im 0y kur X éshté e lidhur sipas rrugéve dhe si rrjedhim ¢
indukton nj€ izomorfizém Hy(X) = Z.

Pér té vértetuar kété, vérejmé fillimisht se Im 0; C ker ¢, pasi pér njé 1-simpleks singular
o: Al = X kemi: €01(0) = e(o|[v1] — o|[ve]) =1 —1=0.

Pér té treguar se kere C Im 0, supozojmé qé: ¢ (D> . n;0;) = 0, pra > . n; = 0. Kétu
o; jané 0-simplekse singulare, t€ cilat korrespondojné me pika né X.
Zgjedhim nj€ piké baze(basepoint) xy € X dhe pér secilén o; zgjedhim njé€ rrugé
7; : I — X @€ lidh xy me 0;(vp). E shohim 7; si njé 1-simpleks singular dhe e pércaktojmé
oo t&€ jeté 0-simpleksi me imazh xy. Atéheré kufiri i 7; éshté: 0,(7;) = o0; — 0p. Késhtu,
O (D, mimi) = Yo, oy — Y, niog = »_;no; sepse y_.n; = 0. Andaj >, n;0; € Im 0,
dhe késhtu kere C Im 0.
Pérfundimisht ker ¢ = Im 0; ndaj ¢ indukton njé izomorfizém: Hy(X) = Z.

Pohim 4.3.3. Nése X éshté njé piké atéheré kemi qgé H,,(X) = 0pérn > 0dhe Hy(X) = Z.

Vértetim. N¢ kété rast ekziston vetém njé n-simpleks singular o, pér ¢do n dhe d(o,,) =
> i(=1)0,,_1, éshté njé shumé e n + 1 termave. Kjo shumé &shté zero kur n &shté tek dhe

0,1 kur n €shté ¢ift, n # 0. Késhtu kemi kompleksin e zinxhiréve:
Sz5252%52-50

ku aplikimet e kufirit jan€ alternime izomorfizmash dhe pasqyrimesh triviale, pérve¢ né
operatorin e fundit t€ kompleksit. Grupet e homologjis€¢ sé kétij kompleksi jané triviale

pérve¢ dimensionit zero Hy = 7Z.

Teoremé 4.3.4. [Teorema e Hurewicz] Pasqyrimi natyral h : w1 (X, xo) — H1(X) i dhéné

duke e konsideruar njé lak si njé 1-cikel singular éshté njé homomorfizém i grupeve. Nése
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X éshté e lidhur sipas rrugéve, atéheré h indukton njé izomorfizém:
™ (X)/[m(X), m(X)] = Hi(X),

ku [m(X), 7 (X)] éshté néngrupi komutator i grupit m(X). Prandaj H(X) éshté

abelianizimi i grupit fundamental 7, (X).

Vértetim. N¢& bashkésiné e rrugéve f, g : I — X me té nj&jtén piké fillimi dhe pérfundimi,

pérkufizojmé relacionin ~ si mé poshté:
fr~g < 3F7:A* s Xetilléqgor=f —g.
Ky relacion €shté relacion 1 ekuivalencés pasi vlejné vetité:

- Vetia refleksive: Pér ¢do rrugé f, kemi f — f = 0, qé éshté kufiri 1 2-zinxhirit zero.
Pra, mund té zgjedhim 7 = 0 ashtuqé 07 = 0 = f — f. Prandaj f ~ f.

- Vetia simetrike: Supozojmé se f ~ g, pra ekziston nj€ 2-zinxhir 7 i till€ q¢ O = f—g.

Atéheré, duke marré —7, kemi:
N-T)=-0r==(f-9)=9- T,

prag~ f.

- Vetia transitive: Supozojmé se f ~ g dhe g ~ h, pra ekzistojné 7, 75 t€ till€ qé:

or=f—g, O0m=g—h. Letéjet€ 7 = 1 + 7, at€heré:
Or=0n+0n=(f—g9g)+(g—h)=f—h,
prandaj f ~ h.

Rikujtojmé se homotopiné e rrugéve f e g e shénojmé f ~ g¢.

U3 g ) CP)
7
g
YA AL f g
>
Vo f U1 Vo f (%1
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Disa veti t€ réndésishme jané:
1. Nése f éshté njé rrugé konstante atéheré f ~ 0 pasi H;(*) = 0.

2. f ~ g = f ~ g pasi homotopia [ x I — X mund t€ shkruhet si njé 2-zinxhir
singular (me dy 2-simplekse singulare, duke e ndaré katrorin pérgjaté diagonales) me
kufi f — g + x — y dhe pasi rrugét konstante z, y jané kufij at€¢heré edhe f — g Eshté
kufi.

3. f-g~ f+ gsepse mund t€ pérkufizojmé njé 2-zinxhir singular me kufi f +g— f-g
ashtu q€ o : [vg, v1, V2] — X € jet€ kompozim i projeksionit ortogonal né segmentin
[vo, v2] i ndjekur nga f - g : [vg, v2] — X.

4. ft~ —fsepse f+ f1~f ft~0.

Duke pérdorur kéto veti, pérkufizojmé pasqyrimin:
h: 7T1(X, .Io) — Hl(X)

i cili dérgon klasén [f] n€ klasén e homologjisé s€ 1-zinxhirit t& pérfagésuar nga f. Tani,
tregojmé se h €sht€ homomorfizém i grupeve. N& 7, veprimi i grupit éshté kompozimi i
rrugéve: [f]-[g] = [f - g]- Nga veti (3) mé sipér kemi se [f - g] = [f] + [g]. Prandaj,

W{ST-[9)) = RS - 9) = [f - gl = [F1+ [g] = A([fT) + R(lg])

pra h €sht€ homomorfizém.
Vérejmé qé pasi H;(X) éshté grup abelian prandaj komutatorét né 7 (X) pérfshihen né

bérthamén e homomorfizmit h:
[m1(X), m1(X)] C ker h.
Prandaj A kalon né abelianizim dhe indukton njé homomorfizém
h:m(X) — Hi(X).
NE& drejtimin e kundért, ndértojmé funksionin ¢ : Hy(X) — 7i°(X) si vijon: pérnjé 1-cikél
t€ mbyllur f (d.m.th., 0f = 0) zgjedhim njé rrugé v nga x né fillimin e f (pra v(0) = z,

(1) = f(0)) dhe pércaktojmé:

U((f]) = v fr7'] € TP(X).
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Ky funksion éshté miré€ i pércaktuar pasi ndryshimi i v ndryshon pérmes komutatoréve, té

cilét béhen zero né abelianizim. Mbetet té tregojmé qé o h = id s x) dhe hot) = idp, (x).
Pér¢do [f] € m(X), kemi ¢ (h([f])) = ¥([f]) = [f] sepse f &shté lak me bazé x, dhe

nuk ka nevojé pér ndryshim baze. Pér [f] € H,(X), me rrugé v nga x, te baza e f, kemi

R (D) = (v fr~]) =] + [f1+ [=9] = 1]

sepse [y7'] = [—~] dhe [y] + [-7] = 0 né H,(X). Pra h dhe v jané funksionet inverse t&

njéri-tjetrit andaj kemi izomorfizmin:
riP(X) = Hy(X).

Vérejtje 4.3.5. Né dimensione mé té larta, teorema e Hurewicz-it tregon se nése hapésira
X éshté (n — 1)-e lidhur pérn > 2 (pra mp,(X) = 0 pér ¢do k < n) atéheré m,(X) éshté
izomorfe me H,(X).

Shembull 4.3.6. N& kété shembull do t& gjejmé grupet e homologjisé té rrethit S*. Rrethi
S1 &shté i lidhur dhe jobosh, andaj nga Pohimi 4.3.2 kemi se:

Hy(S") =2 Z.

Grupi fundamental i rrethit éshté 7, (S') = Z. Duke aplikuar teoremén e Hurewicz-it, grupi

1 paré i homologjis€ sé rrethit éshté abelianizimi i grupit fundamental, pra:
H (S =2r(sh)y=z®~17.
Gjé qé pasqyron faktin q& S* ka njé vrimé 1-dimensionale.

Shembull 4.3.7. Do t& njehsojmé grupet e homologjisé sé hapésirés X = S x ({0} U{1}).
Pasi X = S* x ({0} U {1}) = S' x {0} U S x {1}. Andaj nga pohimi 4.3.1 kemi se:

Hi(S' x ({0} U {1})) = Hy(S" x {0}) @ H;y(S* x {1}) = H;(S") @ Hy(S").
Nga shembulli 3.5.3 kemi se grupet e homologjisé€ sé€ rrethit jané:

Z péri=0,1,
Hy(SY) = P
0 péri>1,
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andaj kemi se:
Z&7Z péri=0,1,

0 pére > 1.

Shpesh éshté shumé e dobishme t€ kemi njé version t€ modifikuar t€ homologjisé
pér té cilén njé piké ka grupe homologjie triviale né t& gjitha dimensionet, pérfshiré dhe
dimensionin zero. Kjo arrihet duke definuar grupet e homologjisé s€¢ reduktuar f[n(X ) si

grupet ¢ homologjisé té zinxhirit t&€ kompleksit té zgjeruar:
s Cy(X) B (X)) B Co(X) S Z =0

kue (>, nio;) =Y. n;, ashtu si¢ &shté treguar né pohimin 4.3.2. Kétu éshté e nevojshme
qé X té jeté jo e zbrazét pér t&€ shmangur njé grup homologjie jotriviale né dimensionin
—1. Pasi €9, = 0, funksioni € &sht¢ trivial n€ imazhin e operatorit kufi 0;. Kjo do t€ thoté
qé ¢ pércakton njé homomorfizém nga grupi homologjik Hy(X ) né Z, ku bérthama e kétij
homomorfizmi &shté grupi i homologjisé sé reduktuar Hy(X). Prandaj, kemi njé ndarje
direkte Ho(X) = Hy(X) @ Z. Qartazi pér n > 0 kemi qé H,(X) = H,(X).

Né ményré formale, mund ta mendojmé 7Z q¢€ €shté shtes€ né kompleksin e zgjeruar té
zinxhirit t€ gjeneruar nga pasqyrimi unik [()] — X, ku [()] Eshté simpleksi i zbrazét, pa kulme.

Pasqyrimi i zgjerimit £ éshté pastaj pasqyrimi i zakonshém i kufirit, pasi d[vg] = [0,] = [0].

4.4 Invarianca homotopike

Rezultati i paré thelbésor g€ do t€ tregojmé rreth homologjisé€ singulare Eshté se hapésirat
g€ jan€ homotopikisht ekuivalente kané grupe homologjie izomorfe. K&t€ do ta béjmé duke
treguar se f : X — Y indukon njé homomorfizém f, : H,(X) — H,(Y") pér ¢do n dhe se
f« éshté njé izomorfizém nése f €shté njé ekuivalencé homotopike.

Pér pasqyrimin f : X — Y, pércaktojmé njé homomorfizém t& induktuar f; : C,,(X) —
C,(Y') duke kompozuar ¢do n— simpleks singular o : A” — X me f pér té marré njé n—
simpleks singular f;(0) = fo : A™ — Y. Ky homomorfizém zgjerohet linearisht, pra pér
¢do kombinim linear kemi f; (D>, njo;) = >, nifi(o:) = >, ni(foi).

60



Pér pasqyrimet f; : C,,(X) — C,,(Y') kemi se vlen f;0 = 0 f; sepse:

fi(00) = f; (Z(— )ia|[v0,...,@i,...,vn]>
—Z Yofoo|[vo, ...y Diye .. U]

= 0(f4(0)).
Késhtu, kemi diagramin komutativ:
= Con(X) 2 X)) S C(X) -
A A L Ji

S Con(Y) S CuY) & Coa(Y) —

Nga barazimi i méparshém kemi se f; i dérgon ciklet né cikle pasi da = 0 implikon:
0(fi(a)) = fy(0ar) = 0. Po ashtu f; i dérgon kufijté né kufij, pasi: f;(08) = 9(f:(5)).
Andaj f; indukton homomorfizmin f, : H,(X) — H,(Y).

N¢ vazhdim do t€ pérdorim shénimin C,(X) pér zinxhirin e komplekseve qé pérfshin
grupet C,,(X) dhe operatorét e kufirit 0.

Pérkufizim 4.4.1. Njé morfizém zinxhirésh f; : Co(X) — Co(Y) éshté njé familje
homomorfizmash f,, : C,,(X) — C,(Y), té cilét komutojné me operatorét e kufirit, pra:

fa100=080f, péredon,

ose fo0 =00 f.
Duke ndjekur analogjiné me argumentet e méparshme, arrijmé né kété pohim:

Pohim 4.4.2. Njé morfizém zinxhirésh ndérmjet dy zinxhiréve té komplekseve indukton njé

homomorfizém ndérmjet grupeve té homologjisé té atyre dy komplekseve.
Lehtésisht mund té vértetohen kéto veti funktoriale:

(1) (fg)« = f«g« pér njé kompozim funksionesh X sy g Kjo rrjedh nga vetia
asociative ¢ kompozimit té funksioneve A” % X % Y ENy4

(1) 1, =1, ku 1 éshté pasqyrimi identitet né hapésiré€ ose grup.

Rjedhim 4.4.3. Pasqyrimet f. : H,(X) — H,(Y) té indukuara nga njé ekuivalencé
homotopike f : X — Y jané izomorfizma pér ¢do n.

61



Vértetim. Le t€ jet€ dhéné nj€ homotopi me t€ dhénat e méposhtme:

e tillé qé:
fof Zidy dhe f'of™>idy.

Atéheré né nivel t€ homologjis€¢ kemi:
fiofi= (f, o f)e = (idx). = idH(X)

dhe
feo fu=(fof)=(idy). =idu).

Kjo tregon se f/ éshté inversi i f, prandaj f, €shté njé izomorfizém.

Teoremé 4.4.4. Nése dy funksione f,g : X — Y jané homotopike atéheré ato induktojné
té njéjtin homomorfizém né homologji: f. = g. : H,(X) — H,(Y).

Vértetim. Vértetimi i késaj teoreme mbéshtetet n€ ndértimin e operatorit prizmatik P qé
lidh pasqyrimet f dhe g né€ nivelin e zinxhiréve. Pér t€ ndértuar homotopin€ né nivelin e

zinxhiréve, fillojmé duke e ndaré cilindrin A™ x I né simplekse.

Wy w1

U2

Vo U1

Vo U1

Pér rastin mé thjesht pér n = 1 (kemi qé A'! &shté njé segment) cilindri béhet njé
drejtkéndésh, i cili mund t€ ndahet né dy trekéndésha. Kur n = 2 fitojmé njé€ prizém
trekéndor g€ mund t€ ndahet né tre tetraedra.

Né A™ x [ le t& shénojmé me A" x {0} = [vy,. .., v,] bazén e poshtme t& cilindrit dhe
A" x {1} = [wy, . .., w,] bazén e sipérme ku ¢do ¢ift kulmesh (v;, w;) korrespondon me té
njéjtén piké né A" pérmes projeksionit natyral A™ x [ — A",

Kalimi nga baza e poshtme né até t€ sipérme realizohet pérmes njé vargu n—
simpleksesh, ku né secilin hap njéri nga kulmet v; zhvendoset né€ pozicionin pérkatés w;,

duke filluar nga v,, € duke vazhduar deri te vy.
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Késhtu hapi i paré éshté t& zhvendosim [vy, . .., v, né [vg, . .., v,_1,w,] pastaj hapi i dyté
€shté t& zhvendosim kété né [vy, . . ., vy_2, Wy 1, w,] dhe késhtu me radhé. Né njé hap tipik
kemi qé [vo, . .., v;, Wit1,. .., w,| zhvendoset né
[V0, -+, Vi_1, W4, . . ., wy]. Zona mes kétyre dy n— simplekseve éshté pikérisht njé (n+1)—
simpleks [vg, . .., v;, w;, . .., wy] i cili ka si bazé t& poshtme
[V0, -+, Vg, Wit1, - . ., wy,] dhe si bazé té sipérme [vy, . .., Vi1, W;, . .., Wwy].
Prandaj cilindri A" x I pérbéhet nga bashkimi i kétyre (n + 1)— simplekseve, ku ¢do
2— simpleksé té njépasnjéshém ndérpriten pérgjaté njé faqe té€ pérbashkét me dimension n.
Duke pasur njé homotopi F : X x I — Y nga f n€ g dhe njé simpleks singular o :
A" — X mund té formojmé komopozimin Fo (¢ x 1) : A" x I — X x I — Y. Duke

pérdorur kété mund té definojmé operatorét prizmatiké P : C,,(X) — C,11(Y) si né vijim:
P(o) =) (=1)Fo (o x 1)|[ve, ..., vi,w;, ..., wy]

Ne do t€ tregojmé se operatori prizmatik plot€son relacionin:
oP =g¢" — " — PO

Gjeometrikisht ana e majté e kétij ekuacioni pérfaqéson kufirin e prizmit dhe tre termat
né anén e djathté pérfagésojné bazén e sipérme A" x {1} baza e poshtme A" x {0} dhe

mbéshtjellésin OA™ x I e prizmit. Me té vérteté:

OP(0) = 3 (~1)((~1)'F o (0 x 11)‘[@0, D UL Wi+ W)

J<i

+ 3 (1)H(=1YHFo (0 x 1)

Jj=i

[Uo,...,Ui,wi,...,wj,...,wn]

Tani mund ta pérfundojmé vértetimin e teoremés. Nése o € C,,(X) éshté njé cikél, atéheré
kemi: g;(v) — fy(a) = OP(a) + PO(a) = OP(«x) pasi da = 0.
Pra gs(a) — fi(a) éshté njé kufi, q&é do t& thoté se g;(«v) dhe f;(a) pércaktojné t& njéjtén
klasé homologjie. Andaj kemi se g, dhe f, veprojné njésoj mbi klasén e homologjis¢ sé
a-S€.

U

Relacioni
OP + PO = g; — fy

shpreh faktin se P €shté njé homotopi zinxhirésh mes dy morfizmave t€ zinxhiréve f; dhe
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g4. Kjo do té thoté se f; dhe g; jané homotopike né nivel t&€ zinxhiréve dhe indukojné t&

njéjtin homomorfiz€ém n€ homologji. Pra mund té€ marrim kété€ pohim:

Pohim 4.4.5. Morfizmat e zinxhiréve qé jané homotipiké ndaj njéri-tjetrit induktojné té

njéjtin homomorfizém né homologji.

4.5 Vargu ekzakt

Nése do t€ ekzistonte gjithmoné nj€ lidhje e thjesht ndérmjet grupeve t€ homologjisé sé
njé hapésire X njé nénhapésire A dhe hapésirés herés X /A atéheré do t€ kishim njé ményré
mjaft té dobishme pér t& kuptuar grupet e homologjisé t&€ hapésirave si komplekset e gelizave,
té cilat ndértohen n€ ményré induktive nga nénhapésira gjithmoné e mé komplekse.

Lidhja mé e thjesht e mundshme do t€ ishte nése H,,(X) pérmban H,,(A) si njé néngrup
dhe grupi herés H,,(X)/H,(A) éshté izomorf me H,(X /A). Mirépo kjo nuk géndron né
rastin e pérgjithshém. Pasi ¢do hapésiré X mund t€ vendoset n€ njé€ hapésiré me homologji
trivale (si koni CX = (X x I)/(X x {0}), i cili &shté kontraktil). Nése ky parim i thjesht
do t€ vlente gjithmoné teoria e homologjisé do t€ humbiste plotésisht kuptimin e saj.

Mirépo ky model nuk ka nevojé t& ndryshohet shumé pér té arritur njé€ lidhje q€ vlen
né rast té pérgjithshém. Vegoria e re e kétij relacioni €shté se pérfshin njékohésisht grupet
H,(X), H,(A) dhe H,(X/A) pér t& gjitha vlerat e n-it. N& praktiké kjo nuk éshté aq
problematike sa mund t€ duket dhe pér mé tepér ka nj€ ané pozitive: ndonjéheré mundéson
qé grupet ¢ homologjisé né dimensione mé té larta t&€ llogariten népérmjet grupeve né
dimensione mé té uléta, t€ cilat mund té jené tashmé t& njohura.

Pér t€ formuluar kété lidhje na duhet njé pérkufizim algjebrik qé &éshté thelbésor né

topologjiné algjebrike.
Pérkufizim 4.5.1. Njé varg i homomorfizmave

Qn41

"'—>An+1—>Ana%nAn,1—>"‘

quhet varg ekzakt nése pér ¢do n vien: ker o, = Im v,y 1.

Relacioni Im v, 11 C ker v, €shté ekuivalente me faktin qé o, o ;11 = 0 g€ do té thoté
se vargu &shté nj€ zinxhir i komplekseve. Nga pérfshirja né anén e kundértker o,, C Im v, 14

kemi se grupet e homologjisé€ t€ kétij kompleksi jané triviale.

Shembull 4.5.2. Disa nocione t€ zakonshme algjebrike mund té shprehen pérmes vargjeve

té sakta:
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(1) Vargu0 — A I, B éshté ekzakt atéheré dhe vetém atéheré kur f €éshté injektiv.
(i) Vargu A Iy B = 0 &shté ekzakt atéheré dhe vetém atéheré kur f &éshté surjektiv.

(iii) Vargu0 — A Iy B — 0 éshté ekzakt atéheré dhe vetém atéheré kur f izomorfizém,
nga (i) dhe (ii).

Pérkufizim 4.5.3. Varg ekzakt i shkurtér éshté njé varg ekzakt i formes:
0+ASBLC—o0.

Kushtet e ekzaktésisé né kété rast jané: 1 éshté injektiv, q éshté surjektiv, Imi = kerq. Pra

njé varg ekzakt i shkurtér pérshkruan C si herésin B/ A, domethéné C = B/ A.

Teoremé 4.5.4. Nése X éshté njé hapésiré dhe A éshté njé nénhapésiré e mbyllur joboshe

e cila éshté njé deformim retrakt i ndonjé rrethine né X, atéheré ekziston njé varg ekzakt:

co Ho(A) 5 Hy(X) 25 Hy(X/A) S Hyy(A) 2 Hyy(X) — -
oo Ho(X/A) =0

kui: A — X éshté pérfshirja dhe j : X — X /A éshté pasqyrimi herés.

Ideja éshté q€ ¢do element x € Ijln(X /A) mund té pérfagésohet nga njé zinxhir o né
X, itill€ q€ kufiri O« éshté njé cikél q€ ndodhet né A. Atéher€, klasa homologjike e kétij
kufiri né A éshté pikérisht Oz € H,_,(A).
Ciftet (X, A) qé plotésojné kushte e teoremés quhen cifte té mira.

Pohim 4.5.5.
H,(5") =~ Z dhe H;(S™) = 0 péri # n.

Vértetim. Pérn > 0, marrim (X, A) = (D", S"~!) atéherd X /A = S, Termat H,(D")
né vargun ekzakt t&€ gjaté pér kété cift jané zero pasi D" &shté kontraktibile. Saktésia e
vargut nénkupton g€ pasqyrimet ﬁi(Sn) RN ]:fi_l(S”_l) jané izomorfizma pér i > 0 dhe
qé f[O(S”) = 0. Rezultati rrjedh nga induksioni mbi n, duke filluar nga rasti S°, i cili vlen
duke marré pér bazé Pohimin 4.3.1 dhe 4.3.3.
O
Pér ¢ifte té mira (X, A) kemi njé varg ekzakt qé lidh homologjin€ e X, A dhe hapésirés
herés X /A. Mirépo pér ¢ifte mé té€ pérgjithshme kjo mund té zgjerohet duke pérdorur
homologjiné relative H,, (X, A) e cila mat ndryshimin mes X dhe A. Kjo na jep njé ményré

pér t’1 studiuar hapésirat komplekse duke i1 zbérthyer n€ pjes€ mé té thjeshta.
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4.6 Homologjia relative

Ndonjéheré ndodh qé duke injoruar njé sasi té caktuar té t€ dhénave apo strukturés

arrijm€ né€ nj€ teori mé té thjesht, e cila n€ njé¢ ményré disi paradoksale, mund té japé
rezultate q€ nuk do t€ ishin lehtésisht t€ arritshme né njé kontekst mé t& pergjithshém. Njé
shembull klasik i kétij fenomeni &shté aritmetika modulo n, ku injorohen shuméfishat e n,
duke 1 trajtuar si t€ barabarté me zero.
Homologjia relative paraqget njé tjetér shembull té ngjashém, n€ kété rast injorohen t& gjithé
zinxhirét singularé qé ndodhen brenda njé nénhapésire A C X. Duke i trajtuar ato si zero,
ne fokusohemi vetém te pjesét e hapésirés q€ nuk “barten” nga A, gjé g€ na lejon té nxjerrim
informacione té vlefshme rreth lidhjes mes X dhe A. Grupi i homologjisé relative definohet
si mé poshté.

Le t€ jet€ X njé hapésiré dhe A C X nénhapésiré, le t& jeté¢ C),(X, A) grupi herés
Cn(X)/Ch(A). Zinxhirét né A jané trivialé né C,, (X, A). Duke qené se pasqyrimi i kufirit
0:Cp(X) = Ch_1(X) merr C,,(A) dhe e dérgon né C,,_1(A), ajo indukton njé pasqyrim
t€ kufirit t€ herésit 0 : C,,(X, A) — C,_1(X, A). Duke e 1émé n t€ variojé kemi njé varg

operatorésh té kufijve:
S OW(X,A) D O (X A)

Relaconi 9? = ( vlen pér kéta operatoré kufiri pasi ai vlen edhe para kalimit te grupet
herés. Prandaj kemi njé zinxhir kompleksesh dhe grupet e homologjisé ker 0/ Im 0 té kétij
zinxhiri kompleksesh jané sipas pérkufizimit grupet e homologjisé relative H,,(X, A). Duke

shqyrtuar pérkufizimin e operatorit relativ t€ kufirit, vérejmé se:

- Elementete H, (X, A) pérfagésohen nga cikle relative: n-zinxhiré o € C,,(X) té tillé
qé O € C,_1(A).

- Njé cikél relativ «v éshté trivial né H,, (X, A) atéheré dhe atéheré nése &shté njé kufi
relativ: « = 98 + v, pérndonjé g € C,,1(X) dhe y € C,,(A).

Kéto veti krijojné idené intuitive se H, (X, A) éshté homologjia e herésit X/ A.
Tani tregojmé se grupet ¢ homologjisé relative H,, (X, A) pér ¢do ¢ift (X, A) na japin

né njé varg té gjaté ekzakt:

= H,(A) = Hy(X) - Hy(X/A) - Hy 1(A) - Hyp (X)) — -
oo — Ho(X/A) — 0
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Shqyrtojmé diagramin:

00— Ch(A) — s Cp(X) — L= C(X, A) —0

.

0—=Cp1(A) —=Cp_1(X)—>Cp_1(X,A) —=0

ku ¢ &shté pérfshirja dhe 7 &shté pasqyrimi herés. Diagrami éshté komutativ pér shkak té
pérkufizimit t€ funksioneve té kufirit. Duke e 1€né n t€ variojé dhe duke i shénuar kéto
vargje t€ shkurtra ekzakte vertikalisht n€ vend g€ horizontalisht do t€ fitojmé njé diagram

komutativ té formés:

Kolonat jané€ ekzakte dhe rreshtat jan€ zinxhiré t€ komplekseve té€ cilat i shénojmé me A, B,
dhe C'. Njé€ diagram i till€ quhet njé varg i shkurtér ekzakt i zinxhiréve t€ komplekseve. Do
té tregojmé g€ kur kalojmé te grupe e homologjisé nga ky varg i shkurtér ekzakt i zinxhiréve
té komplekseve fitojmé nj€ varg té gjaté ekzakt té grupeve t€ homologjisé:

= Hoy(A) 2 Hy(B) 25 H,(C) S Hoyoy(A) 2 Hy o (B) = - -
ku H,,(A) éshté grupin i homologjisé ker 9/ Im 0 né A,, né zinxhirin e komplekseve A po
ashtu H,(B) dhe H,(C) jané t& pérkufizuara né ményré t&€ ngjashme.

Komutativiteti 1 katroréve né vargun ekzakt t& shkurtér t€ zinxhiréve t€ komplekseve
nénkupton qé ¢ dhe j jané¢ morfizma t& zinxhiréve. Prandaj induktojné pasqyrime né

homologji, pérkatésisht ¢, dhe j..

Pér té pérkufizuar operatorin e kufirit 0 : H,(C) — H,,_1(A), le t& zgjedhim njé cikél
¢ € kerd C (),. Pasi j éshté pasqyrim surjektiv ekziston njé element b € B,, i till€ g€
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¢ = j(b). Tani Ob € B,_; éshté né bérthamén e j sepse j(9b) = IJj(b) = dc = 0. Nga
saktésia e vargut kemi ker j = Im¢, prandaj ekziston njé a € A, _; i tillé q¢ b = i(a).
Vérejmé se 0a = 0, pasi i(Ja) = di(a) = d0b = 0, dhe ¢ &shté injektive.

Késhtu pérkufizojmé operatorin e kufirit 0 : H,(C') — H,_1(A) duke dérguar klasén e
homologjisé t& ¢ né klasén e homologjisé té a: J[c| = [al.

Ky pérkufizim éshté mir€ i definuar sepse:
- Elementi a pércaktohet né ményré unike nga 0b, pasi i €shté injektive.

- Nése do té kemi njé zgjedhje tjetér ' pér b do t€ marrim j(b') = j(b) prat/ — b
€shté né ker j = Imi. Prandaj b’ — b = i(a’) pér ndonjé o’ dhe késhtu b’ = b+ i(a’).
Zévendésimit i b me b+i(a’) ndikon né ndryshimin e a né€ elementin homolog a+dda/,
pasi:

i(a+0d") =i(a) +i(da’) = Ob+ 0i(a’) = I(b+i(a')).

- Njé zgjedhje tjetér e ¢ brenda klasés sé€ saj t€ homologjisé do t€ kishte formén ¢ + O¢'.

Meqenése ¢ = j (') pér ndonjé b', atéheré:
c+0d =c+0j(t)) =c+ () = j(b+ V),

késhtu qé b zé€vendésohet me b + Jb', gjé qé nuk e ndryshon 0b dhe rrjedhimisht as a.
Pasqyrimi 0 : H,(C) — H,_1(A) éshté homomorfizém sepse nése J[c;] = [a1] dhe I[cs] =
[as], pérmes elementeve pérkatése by dhe by si mé sipér, kemi:

J(b1+b2) = j(b1) +(b2) = c1 + ¢
dhe
i(al -+ G,Q) = ’i(&l) + i(az) = 8b1 + 8[)2 = 8(61 + bg),

prandaj:
[er] + [e2]) = [aa] + [az]-

Teoremé 4.6.1. Vargu i grupeve té homologjisé

o= Ho(A) 5 Hy(B) 2 Hy(C) S Hyy(A) 2 H,_((B) — -+

éshté varg ekzakt.

Vértetim. Pér t€ vértetuar teoremén tregojmé se vlejné gjashté faktet e méposhtme:
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Imi, C ker j.: Kjo rrjedh menjéheré pasi ji = 0, q€ implikon j,z, = 0.
Im j, C ker 9: Kemi g€ 07, = 0, pasi 9b = 0 nga ményra e pérkufizimit t& 0.
Im 0 C keri,: Kemi se 7,0 = 0, pasi .0 e dérgon [c] né [0b] = 0.

ker 5, C Imi,: Njé klasé e homologjisé n€ ker j, pérfag€sohet nga njé€ cikél b € B,
ashtu qé j(b) éshté kufi, pra j(b) = ¢ pérndonjé ¢’ € 1. Meqé j éshté pasqyrim
surjektiv ekziston ¥’ € B, ashtu qé ¢ = j(b'). Kemi:

J(b—0b') = j(b) = j(OV) = j(b) = Oj(V) = j(b) — O’ = 0.
Pra b — 00’ = i(a) pér ndonjé a € A,,.
Tani tregojmé qé€ a éshté njé cikél, vértet pasi:
i(0a) = di(a) = d(b— Ob") = db = 0.

si dhe i €shté pasqyrim injektiv. Pra a pérfagéson njé klasé té homologjisé né H,,(A)
dhe i,([a]) = [b — V'] = [b] g€ do t& thoté se [b] € Im ..

ker0 C Imj,: Nga shénimi qé pérdorém pér pérkufizimin e 0, kemi se nése [c] €
H,,(C) éshté né bérthamén e 0, atéheré a = 0a’ pérndonjéa’ € A,,. Elementi b—i(a’)

€shté cikél, sepse:
A —i(a")) =0b— di(a") = 0b—i(da") = Ob —i(a) = 0.

Po ashtu:
j(b—i(a’)) = j(b) = j(i(a")) = j(b) = c.
Pra, j. e dérgon [b — i(a’)] né [c], qé rrjedh se [c] € Im j..

keri, C Im0: Le té jet€ a € A, cikél i tillé qé i(a) = Ob pér ndonjé b € B,.
Atéheré j(b) éshté cikél, sepse:

9j(b) = j(9b) = j(i(a)) = 0.

0 e dérgon [j(b)] né [a], pra [a] € Im 0.
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Kthehemi te topologjia ku teorema e méparshme algjebrike na jep njé varg té gjaté

ekzakt t€ grupeve t€ homologjisé:

o Hy(A) S Hy(X) 25 Ho(X,A) S Hyy(A) 2 Hy (X)) — - -
o Ho(X,A) =0

Operatori i kufirit 0 : H,(X,A) — H,_1(A) ka njé pérshkrim shumé t& thjesht: nése
njé klasé homologjike relative [a] € H,(X, A) &éshté pérfagésuar nga njé zinxhir relativ
a né X, atéheré kufiri da €shté njé zinxhir n€ A q€ €shté cikél, dhe klasa homologjike e
tij né H,_1(A) éshté pikérisht 0[a]. Kjo rrjedh drejtpérdrejt nga pérkufizimi algjebrik i
homomorfizmit t&€ kufirit né vargjet e sakta t€ gjata t&€ grupeve t€ homologjis€ qé asocohet

me njé€ varg t& shkurtér ekzakt t€ zinxhiréve t€ komplekseve.

Ky varg ekzakt i gjaté e bén t€ qarté idené se grupet H, (X, A) matin diferencén mes
grupeve H, (X)) dhe H,(A). Nése H,(X, A) = 0 pér ¢do n, atéheré pérfshirja A — X
indukon izomorfizmin H,,(A) = H, (X) pér ¢do n.

Ekziston njé varg plotésisht i ngjashém ekzakt i gjaté i grupeve té reduktuara té
homologjisé pér (X, A) ku A # (). Kjo rrjedh nga aplikimi i aparatit algjebrik t€ méparshém
né€ vargun e shkurtér ekzakt zinxhiréve té komplekseve té formuar nga vargjet e shkurtra té
sakta:

0— Ch(A) — Cp(X) — C(X,A) — 0

né dimensione jonegative, t& zgjeruara nga vargjet e shkurtra té sakta
0 — Z — Z — 0 — 0 né dimensionin —1. N& veganti kemi se H, (X, A) &shté e njéjté me
H,(X, A) pér¢do n, kur A # ().

Shembull 4.6.2. Do té gjejmé grupeve e homologjisé pér ¢iftin (D", 0D™). Pér kété do t&

ndértojmé vargun e gjaté ekzakt t€ homologjisé s€ reduktuar pér ¢iftin (D", 9D™):
.o — H,(0D") — H;(D") — H,(D",0D") % H,_,(dD") — - --
Kemi qé H;(D") = 0 pér ¢do i pasi D" éshté kontraktibile dhe

. _ . Z, nései=n—1
H;(0D") = H;(S"") =
0, né té kundértén
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atéheré vargu merr formén:
0— Hy(D",0D") S H,_(S™1) =0

Ky &shté nj€ varg i shkurtér ekzakt, qé do té thoté se 0 €shté izomorfizém, pra kemi:

H,(D",0D™) = H,_,(S" ) =7
Pér i # n termat jané zero prandaj:

Hy(D",0D™) =0 péri+#n
Andaj pérfundojmé se
Z, nései=n

H;(D",0D") =
0, nései#n

Shembull 4.6.3. Do té tregojmé se pér njé€ hapésiré€ topologjike X dhe njé piké té fiksuar

zo € X kemi izomorfizmin:
H.(X,xo) = Hy(X) péredon € Z.

Konsiderojmé vargun e gjaté ekzakt t€ homologjisé sé reduktuar pér ¢iftin (X, x¢):

= Hy(20) = Ho(X) = Ho(X,20) = Hy1(x0) — - -

Pasi x éshté njé piké e vetme dhe ¢do piké éshté kontraktibile atéheré kemi: H,,(zo) =

0 pér ¢do n. Andaj kemi se:

0— H,(X) = Hy(X,29) = 0

Ky &shté njé varg i1 shkurtér ekzakt nga 1 cili fitojmé€ izomorfizmin e kérkuar.

Ashtu si n€ rastin ¢ homologjisé¢ absolute (jorelative) edhe pér homologjiné relative
ekzistojné homomorfizma t€ induktuar. Njé funksion f : X — Y i cili plotéson kushtin
f(A) C B, mund té konsiderohet si njé funksion mes ¢ifteve topologjike f : (X, A) —
(Y, B). Ky funksion indukton njé homomorfizém né nivelin e grupeve t€ zinxhiréve relativé
fi + Co(X,A) — C,(Y, B) pasi pasqyrimi i zinxhiréve f; : C,,(X) — C,(Y) e dérgon
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C(A) né C,(B) dhe si rrjedhojé marrim njé funksion t&€ miré pérkufizuar né grupet herés:
fi: Co(X,A) = C(X)/Crh(A) = Co(Y)/Ch(B) = Cu(Y, B)

Pér mé tepér vlen identiteti i zakonshém pér zinxhirét: f; 0o 0 = 0 o fy i cili éshté i
vlefshém edhe né rastin relativ, pasi vlen né€ rastin absolut. Si rrjedhim nga Pohimi 4.4.2

kemi g€ f indukton njé homomorfizém né nivelet e homologjisé relative:
feo: Ho(X,A) — H,(Y, B)

Pohim 4.6.4. Nése dy funksione f,g : (X,A) — (Y, B) jané homotopike pérmes
Sfunksioneve (X, A) — (Y, B) atéheré f, = g. : H,(X,A) — H,(Y, B).

Vértetim. Operarori i prizmit P i pérkufizuar si n€ vértetimin e Teoremés 4.4.4 e dérgon
C(A) né C,11(B) pra indukton njé operator prizmi relativ P : C,,(X, A) — C,1(Y, B).
Né kété ményré kalimi né grupet herés bén qé formula 0P + PO = g¢; — f; té mbetet
e vlefshme. Késhtu funksionet f; dhe g; né grupet e zinxhiréve relativé jané homotopi
zinxhirore dhe prandaj ato induktojné t€ nj&jtin homomorfizém né grupet e homologjisé
relative.
O

Njé veti themelore e grupeve t€ homologjis€ relative jepet nga teorema né vazhdim, e
cila pérshkruan kur grupet relative H, (X, A) nuk ndikohen nga shképutja ose largimi i njé
nénbashkésie Z C A.

Teoremé 4.6.5 (Teorema e Shképutjes - Excision Theorem). Le ¢ jené dhéné nénbashkésité
Z C A C X tétillagé CI(Z) C Int(A) atéheré pérfshirja (X — Z, A — 7Z) — (X, A)

indukton izomorfizém:
H,(X—-Z,A-2Z)=2 H,(X,A) pér¢don.

Njé ményré ekuivalente pér ta shprehur kété éshté: Nése A dhe B jané nénhapésira té X
ashtu gé X = Int(A) U Int(B) pérfshirja (B, AN B) — (X, A) indukton izomorfizém:

H,(B,ANB) = H,(X,A) pérc¢don.

Lidhja mes kétyre dy versioneve arrihet duke vendosur B = X — Z dhe Z = X — B.
Késhtu ANB = A—Z dhe kushti CI(Z) C Int(A) éshté ekuivalent me X = Int(A)UInt(B)
sepse X — Int(B) = CI(Z).
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Teoremé 4.6.6. Nése U C R™ dhe V' C R" jané hapésira té hapura joboshe dhe ekziston

njé homeomorfizém h : U — V atéheré m = n.

Vértetim. Le t&€ zgjedhim njé piké = € U. Nga teorema e shképutjes kemi: Hy(U,U \
{z}) = Hi(R™ R™\ {z}). Nga vargu i gjaté ekzakt pér (R™,R™ \ {z}) rrjedh se:
H(R™ R™\ {2}) = Hy_(R™\ {z}). Pasi R™ \ {z} deformohet né ményré homotopike
né sferén S™ !, kemi:

~ . = _— Z, nések =m
Hey(R™\{x}) = Hpa (S™77) =
0, né té kundértén

Pra pér ¢do =z € U, kemi:

Z, nések=m
Hi(U, U\ {z}) =
0, né té kundértén

Né ményré analoge pér ¢do y € V, kemi:

)%, nések=n
Hy(V.V\{y}) =
0, né té kundértén

Tani pér ¢do homeomorfizém h : U — V kemi izomorfizmin: Hy (U, U\{z}) — Hp(V,V'\
{h(x)}) pér ¢do k prandaj kemi qé m = n.

4.7 Vargu ekzakt i Mayer—Vietoris-it

Pérveg vargut té gjaté ekzakt t& grupeve té homologjisé pér (X, A), ekziston edhe njé
tjetér lloj tjetér 1 vargut té gjaté ekzakt, i njohur si vargu i Mayer—Vietoris-it, g€ n€ disa raste

éshté mé 1 pérshtatshém pér llogaritje. Fillimisht e shqyrtojmé até né formé algjebrike.

Teoremé 4.7.1. [Vargu algjebrik Mayer—Vietoris-it] Konsiderojmé diagramin komutativ té

grupeve abeliane

[ +1 in dn on
— A —— A » Ap > A » Al

l¢;{+ 1 ld’% l% l@{ l@z —1

€n+1 J I8 €
-—— B/, — B, —— B, —— Bl —— B,

n n—1




ku rreshtat jané vargje té gjata ekzakte dhe homomorfizmat ¢ jané izomorfizma pér ¢do n.

Atéheré ekziston njé varg tjetér i gjaté ekzakt:

’Ln ¢n

R IR LN Y s ANy BTN

ku An - 577, o (gb;i)_l

Vértetim. S€ pari tregojmé se kompozimi i pasqyrime té njépasnjéshme &shté zero, pra se

né ¢do hap imazhi éshté€ i pérfshiré n€ bérthamé:
- (Pn — jn) © (in, @) = bnin — jnd., = 0 sepse diagrami i dhéné éshté komutativ.

- An o (¢n - ]n) = 5n(¢2)717ﬂn¢n - 571(@%)717671]‘71 = 5nQn — 0= Oa Sepse 5nQn =0
dhe r,,5,, = 0.

- (in-1,0p1) © A, = (in—lén(qbg)ilrm Pr—10 (QZ)//) ) = (0, enrn) =

0 megenése i,_19, = 0 dhe ¢,7,, = 0.

Tani pér t€ treguar qé vargu €shté ekzakt duhet té tregojmé q€ n€ ¢do hap bérthama &shté e

pérfshiré n€ imazh:

- Le té jeté z € B, itillé q¢ A,z = 0. Atéheré (¢) 'r,x éshté né bérthamén e J,
prandaj ekzistony € A, me q,,(y) = (¢”) " r,z qé mund ta rishkruajmé si r,, ¢, (y) =
rnx. Andaj x — ¢, (y) éshté né bérthamén e r,, dhe késhtu ekziston z € B!, ashtu qé
Jnz =T —¢n(y). Andaj x = ¢,,(y) +jn(2) = (én—jn)(y, —2). Vérejmé se zgjedhja
e shenjave né kété varg ekzakt €shté disi arbitrare dhe mund t€ kishim zgjedhur edhe

shenja té tjera qé€ do té€ ishin po ashtu té pérshtatshme.

- Le té jené (a,b) € A, & B, ashtu g€ ¢,,(a) — j.(b) = 0. Atéheré ¢/ q,a = r,¢pa =
rnjnb = 0 dhe pasi ¢! éshté izomorfizém kemi se ¢,a = 0. Prandaj ekziston z € A,
ashtu qé a = i,x. Po ashtu j,b = j,¢,x dhe andaj ekziston y € B, , me €,,1(y) =
b — ¢, x. Vendosim z’ := z + §,41(¢l, 1) (y) atéheré kemi qé i,,2’' = i,z + 0 =
a dhe ¢/ 2" = ¢l v+ e,11(y) = b.

- Letéjeté a € A),_, ashtuqé i,—1a = 0 dhe ¢, _;a = 0. Atéheré ekziston x € A/ me

/

a = 0p,x. Permétepére, ¢ x = ¢, _,a = 0késhtu qé ekzistony € B, mer,y = ¢/ x.

Por atéheré kemi A,y = 6, (") "',y = 8, = a pra ashtu si¢ kérkohe;.
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Tani do té€ zbatojmé kété konstruktim algjebrik né homologjiné singulare. Le té jeté X
nj€ hapésire topologjike dhe A, B C X nénhapésira t€ tilla qé IntA U IntB = X. Kemi
pérfshirjet:

ANB <15 A

1l

BﬁX

dhe po ashtu njé morfizém dyshesh ¢ = (7, ') : (A, AN B) — (X, B). Pastaj ¢ indukton
izomorfizém né€ homologji H,(A, ANB) — H.(X, B). Shénimi H, pérdoret pér té treguar
t€ gjitha grupet e homologjisé njéherésh, pra koleksionin { H,,},,>0 pér ¢do dimension n.
Mund té zbatojmé teoremén e shképutjes pér nénhapésirén U = X \ A, pasi nga supozimet
tona kemi qé CI(U) = X \ Int(A) C Int(B). Vargjet e gjata ekzakte pér kéto dy cifte japin

mé pas nj€ diagram komutativ:

ku rreshtat jané ekzakté dhe pasqyrimet ¢, jan€ izomorfizma. Nga teorema 4.7.1 mund t&é

pérfitojmé nj€ varg t& ri ekzakt t& gjaté.

Rjedhim 4.7.2 (Vargu ekzakt i Mayer—Vietoris-it). Le té jeté X njé hapésiré topologjike
dhe A, B C X nénhapésira té tilla gé Int(A) U Int(B) = X. Atéheré ekziston njé varg

ekzakt i gjaté i quajtur vargu i Mayer—Vietoris-it:
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-

S Hy(ANB) Y goA)y e Ha(B) S5 Ha(X) D Hy ((ANB) — -

ku A éshté kompozimi:
Ho(X) = Ho(X,B) “ 5 H. (A, AN B) % H, (AN B).

Shembull 4.7.3. (Homologjia e Shishes sé Klein-it) Do t€ shqyrtojmé grupet homologjisé
s€ shishes s¢ Klein-it X. Duke gené se X &shté e lidhur sipas rrugéve kemi se Hy(X) = Z.
Kemi gé X mund t& ndértohetsi 12/ ~ ku I*> = [0, 1] x [0, 1] dhe relacioni i ekuivalencés

~ jepet me:
- (0,y) ~ (1,y) péredo y € [0, 1] dhe
- (2,0) ~ (1 —z,1) pér¢do z € [0,1].

Késaj ndarje i bashkéngjisim topologjiné herés pérmes funksionit g : 12 — [?/ ~. Pra
shisha e Klein-it ndértohet duke identifikuar pikat n€ kufi t€ katrorit njési sipas rregullave

t& mésipérme.

\ \ \ \ \
L4 L4 L4 4 4
I~ I~
I~ I~
I~ I~ x x
) Vi ) Vi Vi
A) N A) N N

Figura 4.4: Shishja e Klein-it.

Mund ta ndajmé X né dy shirita t€ Mobius-it A dhe B, té cilét priten pérgjaté kufijve
té tyre, si¢ €shté dhéné né figurén 4.4, ku A dhe B jané paraqitur vizualisht me ngjyré té
kuqe dhe té kaltért, pérkatésisht. A, B dhe AN B mund té pé€sojné€ deformim retrakt né rreth
prandaj jané homotopikisht ekuivalente me S*. Pér shkak se homologjia éshté invariante
ndaj ekuivalencés homotopike, kemi:

H,(A) = H,(B) = H,(AN B) = H,(S"), péredon > 0.
Pér n > 2, duke pérdorur vargun Mayer—Vietoris-it fitojmé vargun ekzakt:
H,(SY) @ H,(S") = H,(X) = H, 1(S") — H, 1(S") @ H,_1(S")
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1 cili reduktohet né:
0— H,(X)—0—0.

Kjo tregon qé H,(X) = 0 pér ¢do n > 2. Na mbetet t&€ llogarisim H,(X) dhe Hy(X).

Prapé nga vargu Mayer—Vietoris-it kemi vargun:
Hy(S") & Ho(S") = Hy(X) — Hy(S") — Hi(S") @ Hi(S") — Hi(X) — 0,
i cili reduktohet né:
0= Hy(X) =25 202 % H(X) = 0.

Funksioni f ésht€ i dhénési: [ : Z — Z®Z, 1 — (2,—2), ku kufiri i secilit shirit t&
Mobius-it rrotullohet dy heré rreth rrethit, pra kemi njé pasqyriim té shkallés 2 qé pérfshin
edhe orientimin. Duke qgené se f €shté injektiv kemi Hy(X) =2 0 sipas Teoremés sé& paré
t€ izomorfizmit. Tutje pasi Im(f) = 27Z(1,—1) = ker(g) dhe g &shté surjektiv kemi qé
H(X)=(Z®Z)/2Z(1,—1). Duke marré parasysh qé {(1,0), (1, —1)} pérb&jné njé bazé
pér Z @ 7Z kemi se:

H(X)~Z&7/27.

Homologjia e shishes sé Klein-it €shté:

Z, nésen =0
H,(X) = ZDZ/27, nésen =1

0, nésen > 2

Shembull 4.7.4. Le t€ marrim grupin e homologjis€ s€ reduktuar t& rendit n t&€ X VY, ku
hapésirat X dhe Y kané rrethina t€ hapura U C X dhe V' C Y, respektivisht, ku secila
prej U dhe V bén deformim retrakt n€ pikén baz€ t€ X dhe Y té cilat jan€ identifikuar gjaté
ndértimit t€ X VY.

Let€jené A = XUV dhe B = Y UU. Atéheré duke pérdorur vargun Mayer-Vietoris-it
pér homologjiné e reduktuar dhe pérdorur faktin se AN B = U NV, kemi pér ¢do n vargun
ekzakt:

H,(UNV)— H,(XUV)® H,(YUU) = Hy(XVY) — H, 1(UNV).

Por U NV bén deformim retrakt né njé piké (pra homologjia e saj e reduktuar €shté zero
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né ¢do rend) ndérsa X U V bén deformim retrakt n€ X dhe Y U U bén deformim retrakt
né€ Y. Duke pérdorur faktin se homologjia €shté invariante ndaj deformimit retrakt vargu i

mésipérm shéndrrohet né:

0— Hpy(X)® H,(Y) = Hy(XVY) — 0.

Pra pér ¢do n kemi izomorfizmin:

H (X VY) = Hy(X)® Hy(Y).

Supozojmé se X éshté njé hapésiré topologjike e tille g€ X = A U B ku A dhe B jané
nénhapésira t€ X t€ cilat jané t& hapura, t&€ lidhura sipas rrugéve dhe pérmbajné pikén bazé
té X. AN B é&shté gjithashtu e lidhur sipas rrugéve. Atéheré nga vargu ekzakt i Mayer-

Vietoris-it kemi vargun ekzakt:

Meqé grupi i homologjisé sé€ rendit zero i njé€ hapésire t€ lidhur sipas rrugéve €shté izomorf

me Z, vargu mé sipér merr formén:

H(ANB) S H(A) e Hi(B) S H(X) > Z 787

Pasqyrimi v €shté surjektiv sipas supozimeve hapésirat jané t& lidhura sipas rrugéve
dhe sipas teoremés sé paré té izomorfizmave kemi Hy(A)® H,(B)/ ker(¢)) = H;(X). Nga
saktésia e vargut kemi qé ker(1)) = Im(¢) andaj:

(H1(A) @ Hi(B))/Im(p) = Hy(X)

Nga ana tjetér sipas supozimeve fillestare dhe nga teorema e Van Kampen-it ekziston njé

homomorfizém:
6 : 11 (A) *r (anp) T1(B) — m(X)

ku ., (anp) paraqet produktin e liré amalgamé t€ grupeve, i cili indukon njé izomorfizém:
m1(X) = (m1(A) %z, (anp) T1(B))/ ker(0)
Nga teorema 4.3.4 kemi se pér njé hapésiré Y té lidhur sipas rrugéve vlen H,(Y) = 7%(Y)

78



gjithashtu nése dy nénhapésira té lidhura sipas rrugéve kané té paktén njé piké t€ pérbashkét
atéheré€ bashkimi 1 tyre €shté po ashtu i lidhur sipas rrugéve. Pér mé tepér abelianizimi 1 njé
produkti té liré t&€ grupeve €shté izomorf me shumén direkte té abelianizimeve té tyre. Duke

u bazuar né€ kéto fakte arrijmé té rifitojmé izomorfizmin e méparshém:
(Hi(A) © Hi(B))/Im(p) = Hy(X)

N¢ kété ményré shohim njé analogjin€ mes vargut Mayer-Vietoris-it dhe Teoremés s€ Van
Kampen-it, ku vargu Mayer-Vietoris-it jep saktésisht formén e abelianizuar t€ Teoremés sé

Van Kampen-it.

4.8 Ekuivalenca mes homologjisé simplekse dhe asaj

singulare

Homologjia simplekse pércaktohet pérmes njé dekompozimi t€ hapésirés X né njé
A-kompleks me njé koleksion pasqyrimesh ¢ : A" — X. Grupet e zinxhiréve i
kemi pérkufizuar si grupet té lira abeliane t€ gjeneruara nga n-simplekset. N& kapitullin
3, homologjiné simplekse e kemi ndértuar mbi fusha, duke punuar késhtu me hapésira
vektoriale. Sidoqofté, sipas vérejtjes 3.2.3, mund t€ trajtojmé edhe rastin mbi unaza, ku
grupet e zinxhiréve jané grupe abeliane té lira, pra jo domosdoshmérisht hapésira vektoriale.
Prandaj, né vazhdim do t€ konsiderojmé homologjin€ simplekse mbi unaza, ku grupet e

zinxhiréve jané grupe abeliane té lira t€ ndértuara nga n-simplekset.

Vérejtje 4.8.1. T¢ gjitha pérkufizimet, vetité dhe pohimet qé i kemi trajtuar pér homologjiné
singulare mund té pérshtaten né ményré analoge edhe pér homologjiné simplekse, duke i

zévendésuar zinxhirét singularé me zinxhirét té simplekseve.

Qéllimi yné€ &shté té tregojmé se homologjia simplekse pérputhet me homologjiné
singulare t& hapé&sirés X nése zgjedhim njé strukturé t€ A kompleksit. Pér ta arritur kété do
té pérdorim induksionin mbi skeletin X* qé pérmban té gjitha simplekset me dimension k&
ose mé t& vogla. Pér té zhvilluar kété lidhje, do té pérdorim versionin relativ t€ homologjisé
simplekse.

Pér ¢do nénkompleks A C X, homologjia simplekse relative mund té pérkufizohet

pérmes zinxhiréve relativé
An(Xv A) = An<X>/An(A>7
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dhe do t& e shénojmé me H2 (X, A).

Teoremé 4.8.2. Cdo n-simpleks né njé dekompozim té A-kompleksve t¢ X mund té shikohet

si njé n-simpleks singular, prandaj kemi njé morfizém té zinxhiréve:
A(X,A) — Cu(X,A).

Homomorfizmi i induktuar H>(X, A) — H, (X, A) éshté njé izomorfizém. Kur A = )

kemi se grupet relative reduktohen né grupet absolute.
Marrim sé€ pari lemén né vazhdim:
Lemé 4.8.3. Pasqyrimi identitet i,, : A" — A" éshté njé cikél qé gjeneron H,, (A", OA™).

Vértetim.  Ne duam té tregojmé se cikli 7,, gjeneron grupin e homologjisé relative
H, (A", 0A™) pér ¢do n > 0. Pér ta béré kété pérdorim induksion mbi n. Pér rastin bazé
n = 0, A® &shté njé piké dhe kufiri i tij éshté bosh, pra OA®? = @. Qartazi kemi se ij e
gjeneron Hy(A°, OAY).

Tani supozojmé se pér n — 1, cikli 4,_; gjeneron homologjiné relative
H, 1 (A", 0A™ 1), Duam té tregojmé se edhe 4,, gjeneron homologjiné H,, (A", OA™).
Pér két€, konsiderojmé nénkompleksin A té€ kufirit OA™, i cili €sht€ unioni i t& gjitha
fageve (n — 1)— dimensionale pérve¢ njé prej tyre. Me fjalé t& tjera, A &shté kufiri
OA™ me njé fage t€ hequr. Kemi njé deformim retrakt nga A™ né A. Nga kjo kemi qé
H;(A™, A) = 0 pér ¢do i. Andaj marrim izomorfizmin

H, (A", 0A™) 2= H,_,(JA™, A).

ME pas, vérejmé se ¢ifti (DA™, A) éshté homeomorf me (A" A" 1), Kjo ndodh sepse
largimi i njé fageje nga kufiri i A™ ésht€ ekuivalent me njé simpleks mé té vog€l me kufirin
e tij. Pra,

H, 1(0A™ A\) = H, (A" A" 1),

Cikli 4,, né homologjiné relative H,, (A", OA™) kalon pérmes kufirit né 0i,, q€ &shté njé
kombinim i fageve té tij dhe kur e shohim né g¢iftin (OA™, A), ai pérfagéson pikérisht
identitetin 7, ; (me ndonjé shenjé) mbi fagen qé mungon né A. Pra pérmes kétyre
izomorfizmave, ¢,, +— 07, — =i,_1. Sipas hipotezés s¢ induksionit, 7,,_; gjeneron grupin

¢ homologjisé relative andaj rrjedh se edhe i,, gjeneron grupin H,,(A™, 0A™).

Tani vazhdojmé me vértetimin e teoremés.
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Vértetim. Sé pari supozojmé qé X ka dimension té fundmé dhe A = (). Atéheré pasqyrimi
nga homologjia simplekse né homologjin€ singulare jep njé morfizém t€ vargjeve t€ gjata
ekzakte t€ homologjisé relative:

l l

HnA—i-l(Xka inl) — Hn+1(Xk7 inl)

! |

HA(XFY) ———— H,(XF)

| |

HY(X*) ——— H,(X%)

| !

HA(XF X1y —— H,(X*, X*1)

| |

Hp (X5 ——— Hyq (XM

! |

Do té tregojmé se pasqyrimeve horizontale jané izomorfizma dhe mé pas do té
pérfundojmé g€ edhe pasqyrimi né gendér €sht€ izomorfizém.

Sé pari shikojmé pasqyrimet né homologjiné relative, grupi A, (X%, X*~1) &shté grup
abelian 1 lir€ mbi k-simplekset andaj €shté zero pér n £ k. Mirépo i vetmi grup homologjie
jozero éshté H2(Xk X*=1). Pér t& llogaritur grupin singular Hy(X*, X*~1) marrim t&

gjitha simplekset sé bashku si njé€ pasqyrim
O | | (A% 0A%) — (XF, X5
dhe vérejmé se na jep njé homeomorfizém té hapésirave herés. Prandaj kemi:
H (AF OAF)  —  H (XF X+
| ¢
Ho(AFJOAF) — H,(X*/XF1)

g€ tregon se pjesa e sipérme €shté izomorfizém. Duke pérdorur lemén e méparshme gé thoté
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se gjeneratorét e H,,(A* OAF) jané t& njéjté me gjeneratorét e simplekseve, pérfitojmé qé
pasqyrimet
HE(XF XEYY — H(XF xR

jané izomorfizma. Pasqyrimi i dyt€ dhe i pesté vertikal jané izomorfizma pérmes induksionit
dhe pastaj nga Lema e Pesté 4.8.4 marrim q€ edhe pasqyrimi né gendér éshté izomorfizém.

Tani do t& shqyrtojmé rastin kur X nuk ka dimension t€ fundmé. Pérdorim faktin qé
nj€ nénhapésiré kompakte né€ X mund t€ pérmbajé vetém nj€ numér t€ fundmé simpleksesh
té hapura (d.m.th. simplekse me disa faqge t&€ hequra) t&¢ X (pérndryshe do té kishim njé
varg t& pafundém (z;) ashtu q¢ U; = X — U, ; {%:} jep njé mbulojé t& hapur t& bashkésisé
kompakte, pa asnjé nénmbulim té fundmé).

Pér té treguar q8¢ H2(X) — H,(X) éshté surjektive le t& marrim [2] € H,(X) ku z
nj€ n-cikél singular. Ai pérmban vetém njé numér t€ fundmé simpleksesh késhtu qé duhet
té jeté né X* pér ndonjé k. Por kemi treguar q¢ H2(X*) — H,(X*) éshté izomorfizém
prandaj [2] duhet té jeté homolog me njé cikél simpleks né X*.

Injektiviteti: nése z Eshté kufiri 1 ndonjé zinxhiri, ky zinxhir duhet té keté imazh kompakt
né X* késhtu qé [2] éshté né bérthamén e H>(X*) — H,(X*) dhe késhtu edhe né
bérthamén ¢ H2(X) — H,(X). Por ky &shté njé injeksion, prandaj z &shté njé kufi
simpleksesh né X* dhe rrjedhimisht edhe né X.

E vetmja pjesé qé mbetet pér té e treguar éshté rasti kur A # () qé trajtohet duke pérdorur
Lemén e Pesté né€ t& dy vargjet e gjata ekzakte t&€ homologjis€ relative si pér homologjiné

simplekse ashtu edhe pér até singulare. 0

Lemé 4.8.4. (Lema e Pesté) Nése ., 3,0, € jané izomorfizma né diagramin

A B 2y ¢ X p Y g

1 ¥ g ¥ ¥
v N Lo L o LoE

dhe rreshtat jané vargje ekzakte atéheré ~y éshté izomorfizém.

Vértetim. Pér té treguar se v €shté izomorfizém tregojmé se €shté surjektiv dhe injektiv.
Surjektiviteti i v: Marrim ¢’ € C”. Atéheré kemi qé £'(¢’) = 0(d) = 0k(c) = k'v(c) pér
ndonjé c. Prandaj £'(¢’ —v(c)) = O ngarrjedh se ¢ —y(c) = 7' (b') = j'(5(b)) = ~j(b) pér
ndonjé b pra ¢ = v(c+ j(b)).
Injektiviteti i v: v(c) = 0 implikon se ¢ = j(b) pér ndonjé b t& tillé qé S(b) = ' (d') =
i'a(a) = Pi(a) pér ndonjé a, késhtu q€ b = i(a) andaj ¢ = 0.
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Kapitulli 5
Homologjia persistente

Homologjia persistente €shté njé fushé e re qé ka filluar té€ zhvillohet rreth 20 vite mé
paré. Fillimisht si pjes€ e matematikés sé pastér, por me kalimin e kohés ka gjetur pérdorim
né probleme praktike, duke u mbéshtetur né konceptet kryesore té€ topologjisé algjebrike
dhe asaj kompjutuese.

Ajo lindi né fillim té viteve 2000, kur u shfaq nevoja pér té analizuar t€ dhéna
t¢ ndérlikuara dhe t€ zhurmshme né ményré topologjike.  Matematikanét Herbert
Edelsbrunner, David Letscher dhe Afra Zomorodian ishin ndér t€ parét q€ né vitin
2002 prezantuan njé metod€ pér t€ matur “jet€gjatésin€” e vecorive topologjike duke
pérdorur filtrime. Prandaj quhet “homologji persistente”, sepse ajo gjurmon se cilat vegori
topologjike mbeten té€ qéndrueshme kur ndryshon niveli i analizés.

Me kohé, kjo ide &shté kthyer né njé mjet t&€ réndésishém né Analizén Topologjike té
té Dhénave. Né kété kontekst, homologjia persistente na ndihmon té kuptojmé strukturén
e t€ dhénave duke identifikuar vrimat topologjike g€ kané réndé€si dhe qé nuk jan€ vetém
rezultat 1 zhurmés.

Nga ana matematikore homologjia persistente &€shté njé zgjerim i1 natyrshém 1
homologjisé klasike. Né& vend qé té€ studiojmé njé hapésiré t€ vetme ndjekim njé varg
hapésirash qé pérfshihen njéra né tjetrén dhe shikojmé se si ndryshojné klasat homologjike
pérgjaté kétij procesi. Edhe pse mund té tingéllojé mé e ndérlikuar né t& vérteté nuk éshté
mé e véshtiré pér t’u llogaritur sesa homologjia klasike.

Homologjia persistente gjen zbatim né fusha si neuroshkenca, mjekésia, biologjia
llogaritése, gjenetika, inteligjenca artificiale, machine learning dhe kudo ku nevojitet
analiz€ e strukturave komplekse dhe shumédimensionale té t€¢ dhénave.

Né vijim té kétij kapitulli do té shpjegojmé intuité€n gjeometrike t€ homologjisé

persistente, ményrat vizuale pér ta paraqitur até dhe si mund ta llogaritisim.
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Pérmbajtja e kétij kapitulli bazohet né masé té konsiderueshme né librin e Z.Virk [19]
si dhe artikujt e Ch.Chen et al. [2] e N.Otter et al. [15].

5.1 Intuita gjeometrike pas homologjisé persistente

Fillimisht do t€ pérshkruajmé intuitén gjeometrike t€ homologjis€ persistente. Kur kemi
njé kompleks té simplekseve qé “rritet”, homologjia persistente pérshkruan evoluimin e
vrimave té tij. Si shembull do t€ marrim katér komplekse t€ simplekseve K1 C Ky C

K3 C K4 té paraqitura né figurén 5.1.

Kl K2 K3 K4

_—

\
4

v

~

\
4

Figura 5.1: Evolucioni 1 komplekseve t€ simplekseve dhe interpretimi i homologjis€
persistente né dimensionin zero.

Komplekset e simplekseve té€ njépasnjéshme Ky C K, C K3 C K, ndahen nga
vijat vertikale. Shigjetat horizontale t€ vendosura poshté quhen shirita dhe pérbéjné njé
barkod. Ato paragesin persistencén e klasave t&€ homologjisé n€ dimensionin zero, pra té
komponentéve té lidhshmérisé.

Skaji i majté i secilit shirit pérkon me kompleksin ku lind njé komponent i lidhur ndérsa
skaji 1 djathté pérkon me kompleksin terminal t& atij komponenti. Ngjyra e secilit shirit
shfaget gjithashtu né njé kulm (pérfaqésuesi 1 komponentit) dhe né disa raste n€ njé brinjé
(brinja q€ bashkon komponentin me njé tjetér dhe késhtu e “zhduk™ at€). Kjo lidhje mes
ngjyrés sé€ shiritit dhe simplekseve né kompleks na ndihmon t€ kuptojmé rrugén qé€ ndjek
njé komponent gjaté filtrimit, nga krijimi i tij si kulm, deri te zhdukja pérmes njé brinje qé
e bashkon me njé komponent tjetér.

Tani do t€ tregojmé se si mund té interpretojmeé barkodin zerodimensional q€ pérshkruan

evulucionin e komponentéve t€ lidhshmérisé, té€ paraqitur né figurén 5.1.

Ki: Né K, kemi dy komponenté t€ lidhshméris€, ky fakt pasqyrohet nga dy shirita (njé

1 kaltért dhe tjetri 1 kuq) qé shfagen né at€ moment. Pérftuesit e homologjisé né
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KQI

K3Z

K4I

dimensionin zero - pikat(kulmet) jané ngjyrosur pérkatésisht. Vini re se gjeneratori i
komponentit t€ kuq éshté unik, ndérsa pér komponentin tjetér mund t€ ishte zgjedhur

¢do kulm tjetér dhe ta ngjyrosnim me t€ kaltér.

Né K, kemi tre komponentét t€ lidhshmérisé, gjé q€ pasqyrohet nga tre shirita (i
kaltér, vjollcé dhe i gjelbér) q€ shfagen nga ky moment. Kemi se dy komponentét e
pranishém né K| bashkohen dhe njéri prej tyre zhduket. Ne vendosim g€ komponenti
1 kuq éshté ai q€ zhduket, andaj shiriti i kuq pérfundon para kompleksit K. Lidhja
q€ krijohet mes kétyre dy komponentéve €shté ngjyrosur né té€ kuge.

Shénim: Komponentét jané shfaqur né t€ njéjtén kohé késhtu qé mund té kishim
zgjedhur t€ pérfundonim shiritin e kaltérté dhe té linim shiritin e kuq té€ vazhdojé.
Barkodi do t€ mbetej i njéjté. Megjithaté kur bashkohen komponenté g€ kané lindur

né€ momente t€ ndryshme zbatojmé kété rregull: komponenti mé i vjetér mbijeton.

Komponenti me ngjyré té vjollcé zhduket duke u lidhur me komponentin e kaltér
pérmes dy brinjéve, njéri prej té ciléve éshté 1 ngjyrosur me ngjyré vjollcé. Pra nga
tre komponenté lidhshmérie sa kishim tani mbetén vetém dy.

Né kompleksin K4 nuk ka ndryshime té reja né komponentét e lidhshmérisé krahasuar

me K3. T€ dy shirita (i kaltri dhe i1 gjelbri) vazhdojné né pafundési.

K K K3 Ky

—

~

v

\
4

Figura 5.2: Evolucioni i komplekseve t€ simplekseve dhe interpretimi i homologjisé
persistente né dimensionin e paré.

Né ményré t&€ ngjashme do t€ interpretojmé barkodin pérkatés njédimensional i cili

pérshkruan klasat e homologjis€ t€ dimensionit njé, t€ paraqitur né figurén 5.2. Né

dimensionin njé kemi se pérftuesit ¢ homologjis€ jané ciklet - vrimat, andaj do kérkojmé

pér to né fazat e evulocionit t&€ komplekseve.
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K;: Nuk ekziston asnjé vrimé prandaj nuk ka shirita qé shfagen.
K5: Shfaget njé vrimé e cila gjeneron njé shirit té kaltér.

Kj3: Vrima me ngjyré t€ kaltér béhet triviale pasi plotésohet brendésia e trekéndéshi dhe
si rrjedhojé pérfundon shiritit pérkatés. Megjithaté shfagen dy vrima té reja: njé me

ngjyré t€ kuge dhe nj€ me té gjelbér. Andaj nga ky moment kemi dy shirita.

K4: Vrima me ngjyré t€ kuge béhet triviale andaj dhe shiriti pérkatés pérfundon, ndérsa

shiritit 1 gjelbér vazhdon deri né infinit.

Qéllimi 1 kétij kapitulli éshté t€ paraqesim bazén teorike qé formalizon kété ide
gjeometrike t€ homologjis€ persistente dhe té prezantojmé ményrén se si mund ta

vizualizojmé até.

5.2 Filtrimi i komplekseve

Pérkufizim 5.2.1. Le ¢ jeté K njé kompleks i simplekseve. Njé filtrim i kompleksit K éshté

njé varg nénkompleksesh:
KiCK,C---CK, =K.

Njé shembull i njé€ filtrimi éshté dhéné né figurat 5.1 dhe 5.2.
Homologjia persistente mat se sa gjaté “mbijetojné” elementet homologjike, si komponenté&t
e lidhshméris€, vrimat pérmes hapave t€ njé filtrimi, pra mat jeté€gjatésiné€ e tyre n€ kuptimin
topologjik.

Njé filtrim 1 nj& kompleksi t€ simplekseve K sipas pérkufizimit mund t€ paraqitet si njé
varg 1 pasqyrimeve té pérfshirjes i, : K; — K,

11,2 12,3 im—1,m
KK —K, — ... — K, =K.

Le t& jeté I fushé dhe ¢ € {0, 1,2, ...} mund té aplikojmé homologjiné H,(_;F) pér t&

pérftuar njé varg grupesh t€ homologjisé€ t€ lidhura me pasqyrime lineare:

(imfl,m)*

H, (K F) 225 H, (Ko F) 225

H (Kn;F) = H,(K;F).
Pér shkak t€ funktorialitetit t&€ homologjisé kemi: (is:)s = (Gut)s © (Tsu)«
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Pérkufizim 5.2.2. Supozojmé se K éshté njé kompleks i simplekseve, F fushé dhe q €
{0,1,2,...}. Le té jeté dhéné njé filtrim

KiCKyC---CK, =K

i kompleksit K, grupet e homologjisé persistente q-dimensionale me koeficienté né F jané

imazhet e pasqyrimeve
(is)s  Hy(Kg; F) — Hy(Ky; F)

pér¢do 0 < s < t < m. Rangu i matricave pérkatése ﬁg’t = rank(is;). jané numrat

persistenté té Bett-it.

N& procesin e filtrimit ¢do shtim i njé simpleksi d—dimensional mund t& shkaktojé

ndryshime. Nése simpleksi i ri mbyll njé cikél ekzistues ai shkakton vdekjen e njé elementi
homologjik jotrivial né dimensionin d — 1.
N¢ té kundért né€se krijon njé cikél t€ ri kemi lindjen e njé elementi t&€ ri n€ dimensionin
d. Pérndryshe nése simpleksi shtohet pa ndikuar né strukturén ciklike homologjia mbetet
e pandryshuar. Késhtu ¢do hap né filtrim pérfagéson njé transformim t€ mundshém né
strukturén e homologjis€, ku elementet ose vdesin, lindin ose ruajné struktureén e tyre.

Si né€ homologjiné klasike me koeficienté né nj€ fushé, edhe grupet e homologjisé
persistente pércaktohen deri né izomorfizém. Megjithaté, rangu i homomorfizmit (7)., qé
korrespondon me imazhin e pasqyrimit 7, , pércakton vetém dimensionin e imazhit t& kétij
pasqyrimi. Ky rang jep informacion mbi sasiné e vegorive topologjike qé “persistojné” mes
niveleve t€ filtrimit, por nuk pércakton né ményré unike nénhapésirén specifike t& H,(K;; F)
q€ pérfagéson homologjiné persistente.

Pra edhe pse e dimé dimensionin e imazhit dhe numrin e vrimave qé mbijetojné né njé
shkall€ t& caktuar té filtrimit, struktura specifike dhe pérbérja e néngrupit t&€ homologjisé
persistente mbetet e paqart€ vetém né bazé té rangut. Prandaj, homologjia persistente
konsiderohet si njé néngrup i veganté i H,(K;; F) qé pérmban informacion mé té detajuar
sesa thjesht numrat persistenté té Bett-it.

Baza e kétij néngrupit pérbéhet nga pérfaqésues specifiké té klasave homologjike, t&
cilét gjenerojné grupin e homologjis€ persistente dhe reflektojné ményrén se si vegorité
topologjike lindin, evoluojné dhe zhduken gjaté procesit té filtrimit.

Njé filtrim i vetém rezulton né njé tabel€ t& numrave persistenté té Bett-it.

Shembull 5.2.3. Pér ¢do fushé [, tabelat e méposhtme paragesin numrat persistenté té Bett-
it zerodimensional dhe njédimensional g€ 1 pérkasin filtrimit t€ paraqitur n€ figurén 5.3.
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Figura 5.3: Njé filtrim K; C K, C K3 C K, dhe numrat pérkatés t€ Bett-it.

Né kéto tabela, s dhe ¢ pérfagésojné nivelet e filtrimit, ndérsa nyt tregon numrin e
klasave t& homologjis€ né dimensionin &k qé lindin né momentin s dhe vdesin né momentin
t.

s\t|1 2 3 4 s\t|1 2 3 4
12211 110000
o= 2 3 2 2 2 1 00
3 2 2 3 2 1
4 2 4 1

T& shohim tani se si mund t‘i interpretohen kéta numra né¢ ményré gjeometrike:
* (93 = 2 do t& thoté se dy nga komponentét ¢ K, mbesin ende t& palidhur né K.

. 63{’4 = 1 do t€ thoté g€ nj€ lak né K3 mbetet jotrivial (pra nuk éshté mbyllur) edhe
né K4. Njé ményré mé precize pér ta formuluar kété €shté: hapsira e elementeve
homologjike njédimensionale né H;(K4;F) qé kané pérfagésues né C)(K3; F) ka

dimension njé.

. 62173 = 0 nénkupton se t& gjitha elementet e homologjis€¢ njédimensionale né
H,(K; F) jané trivial né K.

Edhe pse tabelat e numrave persistenté té€ Bett-it jané t€ dobishme ekzistojné ményra té
tjera pér t€ vizualizuar zhvillimin e grupeve t€ homologjisé pérgjaté njé filtrimi. Njé nga

kéto vizualizime q€ tashmé e kemi prezantuar €shté barkodi.
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5.3 Vizualizimi i homologjisé persistente
Né kété pjesé do té fiksojmé njé fushé IF, ¢ € {0, 1,. ..}, njé filtrim
K CK,C---CK,=K,

dhel <s<t<m.

5.3.1 Barkodi

Barkodi éshté prezantuar mé paré n€ ményré gjeometrike. Tani do t€ japim pérkufizimin
formal.

Barkodi €shté njé ményré pér t€ vizualizuar zhvillimin e grupeve té homologjis€ gjaté njé
filtrimi. Numrat persistenté t& Bett-it 37 , tregojné dimensionin e hapésirés sé elementeve t&
homologjisé né K, qé kané njé pérfaqésues né K. Andaj /37, tregon numrin e elementeve
qé mbijetojné nga faza K deri né fazén K. Pér ta shprehur ndryshe, (7, éshté dimensioni
i hapésirés H,(K;F)/ ker(iss)..

Barkodet japin informacione mé t€ detajuara pérmes shiritave. Shiriti [s, t) tregon njé
element t€ homologjisé q€ lind n€ fazén s dhe vdes né fazén ¢.

Le ta formulojmé kété né ményré formale:
- Numri i shiritave q€ pérmbajné s dhe kalojné pérmes ¢ &shté [ ;.

- Homologjia g€ lind né s e pérkufizojmé si H,(K;F)/(Im i5-14)s, ku (ig+). Eshté
pasqyrimi trivial. Dimensioni i saj éshté 3;; — Bs_1s dhe pérfagéson numrin e

shiritave qé fillojné né s.

- Homologjia qé pérfundon né ¢ éshté e definuar si ker(¢;_; ;).. Dimensioni i saj &shté
Bi—14—1— Pr—1+ pasiker(i;_1 ). = Hy(K;—1;F)/Im(i;—1 ). Dimensioni pérfagéson

numrin e shiritave q€ pérfundojné né ¢.

- Kemi se 35, — 351, pérfagéson dimensionin e elementeve t€ homologjisé q¢ lindin

né K, dhe mbijetojné né K;. Pra:

Bs,t - 68—1715 - dlm (Im(is,t)*/lm(is—l,t)*)

Pérfagéson numrin e elementeve t€ homologjisé né H,(K; IF) qé kané njé pérfaqésues
né K por jo né K, ;. Kjo &shté ekuivalente me numrin e shiritave q¢ fillojné né s

dhe kalojné pérmes ¢.
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- Numring; = Bsi—1—Ps—11-1— (Bst— Ps—1+) pérfagéson dimensionin e homologjisé
qé lind né s dhe pérfundon pikérisht né ¢. Pra n,, pérfagéson numrin e elementeve
té homologjisé qé kané lindur né€ s, kan€ gené aktive deri né ¢ — 1, por g€ nuk
mbijetojné né€ ¢. Pra €shté numri i shiritave qé fillojné n€ s dhe pérfundojné né ¢

andaj karakteristikat topologjike pérkaté€se zhduken pikérisht né até moment.

- Pérkufizojmé n, o = Bs.m — Bs—1,m q€ pérfagéson dimensionin e homologjisé qé lind
né s dhe éshté aktive deri edhe né fund té filtrimit.

Barkodi ¢- dimensional pérbéhet nga intervale té formés:
i. [s,t)pérl <s <t <mdhe
ii. [s,00)pérl <s<m.

Kur flasim pér barkodin kéto intervale i quajmé shirita. Njé barkod mund t€ pérmbajé disa

ose asnjé€ kopje té secilit shirit. Fiksomé 1 < s <t <m:
- Numrin e intervaleve t€ formés [s,¢) e shénojmé me n ;
- Numrin e intervaleve t€ formés [s, o) e shénojmé me 7 o

Shembull 5.3.1. Kthehemi pérséri te shembulli i filtrimit né€ figurén 5.1.

s\t

[N

0
s,t -

=W N =

W N
NN =W
N NN =

Nga tabela e numrave t€ Bett-it t€ dimensionit zero, kemi q¢:

Ng3 = (52,2 - 51,2) - (52,3 - 51,3) = (3 - 1) - (2 - 1) =1

Si rezultat, ekziston njé shirit i vetém i formés [2, 3) si¢ éshté paraqitur edhe né figuré. Né
ményré t&€ ngjashme njehsojmé: 119 = Ny 0o = Nooo = 1 dhe Ny 3 =n14 = Noy = N34 =

N3 0o = N4,c0 = 0

Njé barkod pérfagéson persistencén e elementeve t€ homologjis€. Sa mé i gjaté té
jeté njé shirit ag mé gjaté €shté 1 pranishém elementi homologjik pérkatés gjaté procesit
té filtrimit.
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N¢ shumicén e rasteve njé element homologjik me presistencé mé t&€ lart€ ka réndési
mé t€ madhe, domethéné nj€ vegori topologjike mé t& theksuar. Mirépo ka edhe raste kur
informacioni i vlefshém gjendet te shirita mé t€ shkurtér sidomos kur ata jané t€ shumté dhe

té shpérndaré n€ ményré t€ veganté.

5.3.2 Diagrami i persistencés

Njé tjetér ményré€ e njohur pér t€ vizualizuar homologjiné persistente éshté diagrami i
persistencés, té cilin do ta pérkufizojmé né vazhdim. Duke pasur njé barkod t€ dhéné si mé
herét, njé interval i formés [s, ¢) mund té mendohet si njé dyshe e pikave dhe té vizualizohet
si njé piké (s,t) € R2

Ashtu si¢ mund té€ keté€ disa shirita me t€ njéjtat skaje né nj€ barkod po ashtu mund té keté
disa kopje té sé€ njéjtés piké té vizualizuar né€ t€ njéjtin vend né njé diagram t& persistencés.
Ndérsa kéta shirita mund té shfagen si njé grumbull vertikal két€ nuk mund ta b&jmé me
pikat. Pér kété arsye ¢do piké (s, t) né njé diagram té tillé€ konsiderohet si njé piké me peshé
Nt

Njé piké e formés (s, 00) g€ i korrespondon njé shiriti [s, 00) nuk mund té vizatohet
drejtpérdrejt né diagram. Prandaj zgjidhet nj€ koordinaté€ y mbi maksimumin £ té boshtit y
g€ pérdorim né€ diagram, né€ t€ shumtén e rasteve zgjedhim k41 pér té vepruar si pérfagésues
i 0o. Kjo do té thoté se shiriti [s, co) pérfagésohet nga pika (s, k + 1). Pér kété piké kemi
se pesha e saj éshté n; .

Si pérfundim fitojmé njé koleksion pikash me peshé né rrafsh qé e quajmé diagram té

persistencés. Nj€ shembull i tillé paraqitet n€ figurén 5.4.

K K, K K, oo
\/ 4
. . . 3
. ) 5
N 1
y ] 4 ’

Figura 5.4: Filtrim sé bashku me barkodin n€ dimensionin zero dhe diagrami i persistencsés.
Ngjyrat e shiritave te barkodi korrespondojné me ngjyrat e pikave pérkatése né diagram.

Njé barkod dhe nj€ diagram 1 persistencés pérmbajné saktésisht t&€ njéjtin informacion.

Ndérsa persistenca e njé shiriti matet pérmes gjatésisé sé tij, persistenca e njé pike né
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diagramin e persistencés matet nga largésisa ndaj diagonales A = {(z,z) | x € R}. Té
gjitha pikat e diagrami ndodhen mbi diagonalen A.

Nése do té ekzistonin shirita t& formés [s, s) pra me gjatési zero, ata do té ishin shiritat
mé t€ shkurtér dhe do t€ korrespondoheshin me pikat diagonale (s, s). Kjo piképamje do
té jeté e dobishme né kontekstin e stabilitetit. Megjithaté, kéta shirita ose pika zakonisht
nuk paraqiten né€ vizualizimin e homologjisé persistente, pasi nuk kontribuojné né ményré
domethénése né analizén topologjike t€ t€ dhénave.

Diagramet e persistencés jané shpesh ményra mé e preferuar e vizualizimit t&
homologjisé persistente sidomos kur numri i pikave &shté i madh, shpérndarja e tyre
pérfagésohet miré pérmes kétyre diagrameve. Nga ana tjetér kur numri i tyre éshté i vogél

njé barkod &shté shpesh mé pérshkrues.

5.4 Llogaritja e homologjisé persistente

Peshat n,, t€ pikave né diagramet e persistencés shprehen formalisht pérmes numrave
presitenté t€ Bett-it, ekziston nj€ algorit€ém pér t’i pércaktuar ato drejtpérdrejt pa iu referuar
numrave t€ Bett-it dhe & (k+1)/2 rangut t€ matricave pérkatese t€ pasqyrimeve. N¢ vazhdim
do t€ paragesim njé versionin té kétij algoritmi.

Né kété pjesé do té fiksojmé njé fushé [ dhe njé filtrim
KiCK,C---CK, =K.

Parametri ¢ € {0, 1, ...} do t€ paraqesé dimensionin e objektit g€ do t€ shqyrtojmé.
Tani do t€ pérshkruajmé reduktim e matricés duke pérdorur vetém veprime né shtylla nga e

majta, t€ ngjashme me eliminimin e Gauss-it.

1. Renditja e simplekseve sipas filtrimit: Pér ¢do dimension ¢ do t€ rendisim té gjitha
g-simplekset sipas radhés qé shfagen né filtrimin. Nése disa shfagen né té njéjtin hap

renditja e tyre nuk ndikon n€ homologjiné persistente.

2. Ndértimi i matricave té kufijve: Pérdorim renditje nga 1 pér t€ nd€rtuar matricat e

kufijve M, pér ¢do gq.

3. Reduktimi i matricés M,: Pér ¢do g matrica M, reduktohet nga e majta duke pérdorur
vetém nj€ lloj transformimi mbi shtylla - shtimin e njé shuméfishi nga fusha F t&é
ndonjé shtyllé n€ shtyllén qé po trajtohet. M¢ konkretisht, procedura éshté si mé
poshté:
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(a) Gjejmé pivotin pra elementin e par€ jotrivial nga poshté-lart n€ até shtyll¢.

(b) Nése ndonjé koloné mé majtas ka pivot t€ njéjtin rresht zbresim shuméfishin
pérkatgs t€ asaj shtylle né ményré qé pivoti aktual t&€ zhduket ose t€ zhvendoset

mé lart né koloné.

(c) Pérsérisim kété hap derisa t€ mos keté mé pérputhje t& pivotéve né té majté.

Pas kétij procesi pér ¢do ¢ fitojmé matricén e reduktuar M;. Cdo koloné né két€ matricé
€shté ose zero ose ka njé pivot dhe secili pivot ndodhet né njé rresht t€ ndryshém nga té
gjithé pivotét e tjeré.

Né kété piké kemi informacion t€ mjaftueshém pér t€ nxjerré homologjiné e kompleksit
K, nga numri i pivotéve, pasi rangu i njé matrice €sht€ numri i pivoteve té saj n€ formén
e reduktuar dhe rangu mjaftojn pér té llogaritur numrat e Bett-it. Mirépo mund t€ pérdorim
edhe pozicionet e pivotéve pér t€ nxjerré n,j, q€ nevojiten pér t€ ndértuar barkodin dhe
diagramin e persistenceés.

Pér ta kuptuar mé miré kété proces le t&€ kujtojmé se si ndértohet filtrimi hap pas hapi,
duke shtuar njé nga nj€ simplekset. Duke pasur njé kompleks té simplekseve shtimi i njé

g-simpleksi t€ vet€ém mund t€ ndryshojé homologjiné n€ dy ményra:

- Nése kufiri 1 njé g-simpleksi €éshté€ njé kombinim linear i kufijve t€ g-simpikseve
té tjera atéheré ai simpleks krijon njé element té ri jotrivial né homologjin€ me
dimension g. N& két€ rast themi se ka lindur njé simpleks. Kétu shtylla pérkatése
né matricén e kufirit reduktohet né shtyll€ zero.

- Nése kufiri 1 tij nuk mund t€ shprehet si kombinim linear 1 kufijve té simpikseve té
tjera me t€ nj€jtin dimension atéheré ai simpleks shénon fundin e njé elementi jotrivial
n€ homologjiné me dimension ¢ — 1. Kjo ndodh kur shtylla e re né matricén e kufirit

nuk reduktohet né shtyll¢ zero. N& kété rast themi se ka vdekur nj€ simpleks.

Njé filtrim mund t& shihet si njé varg zgjerimesh i simplekseve té€ njépasnjéshme. Né ¢do
hap t€ filtrimit supozojmé se fillimisht shtojmé té gjitha pikat sipas rendit t&€ pérmendur
mé paré€, pastaj t€ gjitha brinjét dhe késhtu me radh€. Duke ndjekur kété€ renditje pérgjaté
gjithé filtrimit pérfitojmé nj€ varg zgjerimesh qé€ na japin matricat e kufirit M/, dhe matricat
e reduktuara M.
Bazuar né kété renditje ¢do simpleks né€ kompleksin K ose lind, ose vdes. Tani jemi né
gjendje t€ ndértojmé diagramin e persistencés dhe barkodin.

Pér ¢do g— simpleks 7 q€ vdes ekziston njé (¢ — 1)— simpleks o qé lind, i cili pérputhet
me pivotin né kolonén pérkatése té€ 7, pra, kemi nj€ lindje né€ cifte. Kjo dyshe pérfagéson
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njé shirit [s, ) né barkod ose njé piké né diagramin e persistencés (s, t), ku s dhe ¢ jané
hapat né té cilét 7,0 jané shtuar né filtrim. Pikat pér t€ cilat vlen s = ¢ nuk pérfshihen
né vizualizim sepse ato pérfaqésojné vrima me jetégjatési zero gj¢ qé nuk kané vleré né
analizén té persistences.

Cdo simpleks qé lind g€ nuk €shté dyshe me ndonjé simpleks qé vdes pérfagéson njé
segment [s, 00) né barkod ose njé piké (s, k + 1) né diagramin e persistencés ku & &shté
numri total 1 hapave né filtrim.

Ndonjéheré na intereson jo vetém t€ dimé kur lind dhe vdes njé klasé homologjie, por
edhe cilét zinxhir€ i pérfaqésojné keto klasa. Kéta pérfagésues mund t€ nxirren nga procesi
i reduktimit t€ matricave t€ kufijve.

Le t€ konsiderojmé njé shirit g€ fillon né filtrimin ku shfaqet simpleksi o dhe pérfundon né

filtrimin ku zhduket simpleksi 7.

- Kur njé shtyllé qé pérfagéson njé zinxhir o reduktohet né€ zero, kjo do té€ thoté se
ekziston njé kombinim linear i disa shtyllave té tjera pra kufiri i 0 anulohet. Andaj
kemi 0o = ) ,l;00;, = 0praa = s — ) _.[; 0; éhté njé cikél sepse kufiri i tij &shté
zero. Ky cikél quhet pérfagésues i lindjes dhe ai pérfagéson njé klasé homologjie [a]

g€ lind né€ momentin kur shtohet zinxhiri o né filtrimin.

Kjo klasé [a] €shté njé pérfagésuese e re né homologji g€ u krijua nga shtimi i
simpleksit o por ajo nuk éshté e vetmja. Nése ekziston njé klasé tjetér [b] e t&€ njéjtit
dimension g€ ishte tashmé prezente para se t€ shtohej o atéheré edhe kombinimi
[a+b] pérfagéson njé klasé homologjie qé lindi né até moment. Pra klasa [a] éshté njé
pérfagésuese e vecanté qé ne zgjedhim si pérfagésuese e lindjes, por ¢do kombinim
me njé klasé ekzistuese po ashtu mund té shihet si njé klasé qé “lindi” me shtimin
e 0. Kjo tregon qé né€ homologji njé “lindje” nuk €shté gjithmoné e pércaktuar né
ményré t€ vetme, pra ka mé shumé se njé ményré pér ta paré kété ’lindje’, varésisht

nga pérfaqésuesit qé zgjedhim.

- Pérfagésuesi terminal pérkufizohet nga kolona g€ i korrespondon 7-s€ né matricén e

reduktuar.

Kéta pérfag€sues zakonisht nuk pérfagésojné t€ njéjtén klasé¢ homologjie. Pérfaqésuesi i
lindjes mund t€ mos jeté njé pérfagésues i miré 1 shiritit pérkatés, né kuptimin qé mund t&é
jeté jotrivial pas shfaqjes sé€ simpleksit terminal pérkatés. Intervalet e pafundme nuk kané
njé pérfagésues terminal. Prandaj ne e definojmé pérfagésuesin e njé€ shiriti né két€ ménye:

Nése shiriti €shté njé interval 1 kufizuar pérfag€suesi i shiritit éshté pérfagé€suesi terminal.
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Ndérsa nése shiriti €shté njé interval 1 pafund pérfagésuesi i shiritit éshté pérfaqésuesi 1
lindjes.

Le t& tregojmé qé jetégjatésia e klasés s€¢ homologjisé sé pérfaqésuesit terminal [
pérputhet me jetégjatésiné e shiritit pérkatés: [(] shfaget né momentin kur shfaqet o sipas
ndértimit. Nése njé pérfaqésues (' i [3] do té shfaqej para o atéheré shtylla qé i korrespondon
7-s¢ mund té ishte reduktuar mé tej né 5’ duke eliminuar pivotin e etiketuar si o gjé qé
do éshté kontradiksion. Gjithashtu [/5] béhet triviale né momentin kur shfaget 7 sipas
pérkufizimit, por edhe sikur [/] t€ béhej triviale mé herét atéheré shprehja e saj si kufi do t&
mund t€ ishte pérdorur pér té reduktuar shtyllén 7 n€ shtyllén zero, njé€ tjetér kontradiksion.

Ndonjéheré nuk ndjekim plotésisht zgjedhjen standarde algjebrike pér pérfagésuesit e
shiritave 0-dimensional€ dhe kur shiriti €shté i kufizuar ne zgjedhim pérfagésuesin e lindjes
si pérfaqésues té shiritit.

Le ta shpjegojmé kété pérjashtim pérmes njé shembulli konkret. Supozojmé qé cifti
{b},{a, b} krijon njé shirit 0-dimensional. Ndonjéheré pér arsye gjeometrike déshirojmé
ta mendojmé kété shirit si pérfagésues t&€ komponentit qé¢ pérmban pikén b i cili pastaj
bashkohet me njé komponent tjetér mé t€ madh (até qé pérmban pikén a). P&r kété arsye
edhe pse shiriti ka njé fund ne zgjedhim {b} si pérfagésues té tij, sepse kjo pérputhet me
ményrén se si e mendojmé kété sipas intuités gjeometrike.

Megjithaté duhet pasur parasysh qé elementi homologjik [{b}] nuk béhet trivial (nuk
shuhet) kur shtohet {a,b}. N& vend té késaj ajo qé ndodh &shté se {a} dhe {b} béhen
homologjikisht t€ barabarté, pra [{a}] = [{b}], e jo qé [{b}] béhet zero.

Shembull 5.4.1. Do t& llogarisim homologjiné persitente te shembullin te njohur tashmé,

nga figura 5.1. Kompleksin e simplekseve g€ do t€ pérdorim €shté dhéné né figurén 5.5.

d

Figura 5.5: Kompleksi i simplekseve

Rendi né t€ cilin jané shtuar simplekset vérehet qarté nga matricat e kufirit né vazhdim.
N¢ kéto matrica vijat vertikale dhe horizontale ndihmojné pér t€ dalluar se cilat simplekse 1

pérkasin fazave t€ filtrimit. Puna joné bazohet né dy matricat e kufirit, t€ cilat pérshkruajné
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lidhjet ndérmjet komplekseve t€ simplekseve. Pér t€ nxjerré informacionin topologjik nga

kéto matrica, béymé reduktimin e tyre.

Pér té thjeshtuar simbolikén nuk do i shkruajmé { , } pér simplekset, andaj pér shembull

1-simpleksin {a, b} do e shénojmé me ab.

M,

O [ o o

~~

be bd ab cd ac ae be
—1 -1 -1
-1 —-1|1 —1
1 1] 1
1 O)
1 1

bed
be 1

bd -1
ab 1
cd

ac

abe

ae

be

Reduktojmé matricén M, pasi matrica M, vegse Eshté né formé té€ reduktuar, pasi té€ dy

kolonat e matricés kané€ pivoté né pozita t€ ndryshme.

bc bd | ab cd | ac ae | be
a -1 -1 -1
b|—-1 —1| 1 —1
c| 1 -1 1
d 1 D
e 1 1
f

Deri te kolona e simpleksit cd, asnjéra nga kolonat nuk ka pivot n€ t€ njéjtén pozité me

ndonjéren nga kolonat paraprake. Mirépo kolona cd ka pivot né té njéjtén pozit€ me kolonén

bd, prandaj e zévendésojmé cd me cd — bd. Si rezultat, pérfitojmé matricén:

bc bd | ab cd—bd| ac ae | be
a -1 -1 -1
b|—-1 —1| 1 1 -1
c| 1 (D |1
d 1
e 1 1
f
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Vérejmé pérséri se kolona cd — bd ka pivot né t€ nj&jté€n pozité me kolonén be. Pér té

shmangur praniné e dy pivotéve né té€ nj€jtén pozité, kolonés cd — bd 1 shtojmé kolonén bc.
Andaj, kolona cd — bd + bc béhet triviale.

bc bd | ab cd—bd+bc| ac ae | be
a —1 -1 -1
b|—-1 —1| 1 -1
c| 1 @
d 1
e 1
f

N¢ hapat né vazhdim, kryejmé veprimet ac — bc dhe ac — bc + bd dhe si rezultat kemi qé

kolona ac — bc + bd éshté triviale.

bc bd | ab cd—bd+bc|ac—bc ae | be

a —1 -1 -1

bl -1 —1]1 O —1

cl 1

d 1

e 1 1

f

bc bd | ab cd—bd+bc|ac—bc+bd ae | be
a —1 —1
bl—-1 —1] 1 -1
cl 1
d 1
e 1 @
f

Kolona ae ka pivot né rreshtin e, ndérkohé g€ asnjé nga kolonat paraprake nuk ka pivot né

kété pozité. Po ashtu, kolona bc ka pivot né t€ njé€jtin rresht, ndaj zbresim kolonat be dhe ae
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pér ta eliminuar kété pérséritje.

Né ményré t&€ ngjashme, kolonés be — ac ia shtojmé kolonén ab.

bc bd | ab cd—bd+ bc|ac—bc+bd ae | be —ae
a -1 -1 1
bl—1 1] 1 D
c| 1
d 1
e
f

bc bd | ab cd—bd+ bc|ac—bc+bd ae | be —ae+ ab
a -1 -1
bl -1 -1 @D
c|®
d @®
¢ @
f

Tani matrica €shté plotésisht e reduktuar, pasi t€ gjithé pivotét e kolonave pérkaté€se ndodhen
né pozita t€ ndryshme.

Mund t€ fillojmé t& ndértojmé barkodin pér dimensionin 0 duke analizuar ¢iftet lindje-
vdekje dhe pikat qé nuk jané pjes€ e ndonjé dyshe pikash, pra jané simplekse q€ nuk vdesin

kurré.

- Dyshet (¢, be) dhe (d, bd) nuk japin kontribut né barkod, pasi té gjitha kéto simplekse
shfagen né€ t&é njé€jtin hap té filtrimit (/(;). Prandaj, ato kontribuojné vetém me njé
interval bosh [1,1).

- Dyshet (b, ab) krijon njé shirit O-dimensional [1, 2), i pérfagésuar nga [b]. Kjo sepse
b shfaget né fazén K t€ filtrimit, ndérsa ab shfaget né K,. Ky shirit pérfagéson
jetégjatésin€ e komponentit t&€ lidhshméris€ qé pérfshin pikén b, para se t&€ bashkohet

me pikén a pérmes brinjés ab.
- Dyshja (e, ae) krijon njé shirit O-dimensional |2, 3), i pérfagésuar nga |e].

- Pikat a dhe f nuk jané pjes€ e ndonjé dyshe pikash me ndonjé simpleks tjetér, g€ do
té thoté se ato nuk jané bashkuar me ndonjé komponent tjetér gjaté filtrimit. Prandaj,
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ato kontribuojné me shirita q€ zgjasin pafund: [1, co) i gjeneruar nga [a| dhe [2, 00) i

gjeneruar nga [ f].

Matrica e kufirit M, na lejon t€ nxjerrim barkodin pér vrimat njédimensionale, b&ymé njé

analiz€ t€ ngjashme me até si mé sipér.

- Dyshja (cd, bed) krijon njé shirit 1-dimensional [2,3). Ky shirit pérfagésohet nga
klasa homologjike [cd — bd + bc| sepse gjaté reduktimit t€ kolonés sé simpleksit cd
né matricén e kufirit, kemi kryer kéto veprime: cd — bd + bc dhe si rezultat kolona
pérkatése €shté shndérruar n€ koloné triviale - pra koloné zero. Kjo do té thoté qé
operatori 1 kufirit vepron né kété kombinim linear dhe na jep rezultatin zero, pra
J(cd — bd + be) = 0, andaj cd — bd + be éshté cikél.

- Dyshja (be, abe) krijon njé shirit 1-dimensional [3,4). Ky shirit pérfagésohet nga
klasa homologjike [be — ae + ab).

- Brinja ac nuk €shté dyshe me ndonj€ simpleks tjetér, g€ do t€ thoté se kontribuon me

shiritin e pafundmé [3, co) i pérfagésuar nga klasa [ac — ab — bc]|.

Tani do tregojmé njé trik q€ ndihmon né pérshpejtimin e pérllogaritjes s€ homologjisé
persistente i cili bazohet né faktin se matricat e kufirit M; g€ reduktohen gjaté procesit t&
homologjis€ nuk jané térésisht t€ pavarura nga njéra-tjetra.

Kur reduktojmé njé€ shtyllé né matricén e kufirit M, qé i1 pérket njé€ simpleksi terminal
7 ne marrim njé€ informacion t€ vlefshém qé na lejon té pérshpejtojmé algoritmin.

Sé pari nése 7 éshté simpleks terminal at€heré ai €shté ai q€ vret nj€ klasé homologjike.
Kjo nénkupton g€ rreshti pérkatés né matricén M, do t€ reduktohet né njé rresht zero
dhe pér kété arsye mund t€ vendoset si zero menjéheré pa pasur nevojé t€ reduktohet gjaté
algoritmit. S€ dyti pozicioni i pivotit n€ kolonén e reduktuar pér 7 tregon se cili simpleks o e
ka krijuar até klas€ homologjike (pra €shté simpleksi i lindjes). Si rezultat kolona pérkatése
e o né matricén M,_ do té jeté zero dhe mund té€ vendoset si e tillé€ qé né fillim pa u reduktuar
fare.

Pra vetém nga njé reduktim i njé kolone g€ i pérket njé simpleksi terminal 7 marrim
katér informacione: 7 éshté terminal, rreshti 1 7 né M, &shté trivial, pivoti o tregon njé
simpleks qé€ lind dhe shtylla e o né M,_, éshté zero.

Ky informacion &shté veganérisht i dobishém pér pérshpejtimin e algoritmit nése nuk
€shté shfryt€zuar tashmé né ndonjé hap té méparshém té reduktimit. Pér kété arsye

rekomandohet qé€ reduktimi 1 matricave M, t€ béhet sipas rendit zbrités t€ dimensionit g. Né
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két€ ményré kur t€ jemi duke reduktuar matricén M, sigurohemi g€ kolonat né M,_; nuk
jané trajtuar ende dhe késhtu shmangim reduktime té panevojshme. Né praktiké, kjo metodé
ndihmon té shmangim reduktimin e gati gjysmés s€ shtyllave duke sjellé¢ pérmirésime t&
ndjeshme né kompleksitetin e algoritmit pér llogaritjen e homologjisé€ persistente.

Né vazhdim do té shohim njé formé t€ matricés s€ kufirit t€ filtrimit g€ merret si
kombinim i t€ gjitha matricave t€ kufirit n€ secilin dimension, pér t€ cilén do t&€ pérdorim

algoritmin pér llogaritjen e homologjin€ persistente.

Shembull 5.4.2. Do té llogarisim homologjiné€ persitente t& filtrimit t€ komplekseve té
dhéné né figurén 5.6.

Kl KQ KJ K4 K4 K4
a b a b a b a b a b a b
[ ] [ ) 9 -
[ ]
c d c d ¢ d c d c d
>
_—
>
EE—

Figura 5.6: Filtrimi i komplekseve dhe barkodi.

N¢ kété shembull do té€ punojmé né fushén Z,. Formojmé nj€ lloj matrice katrore qé
€shté njé lloj kombinim 1 matricave té kufirit né secilin dimension ku rreshtat dhe shtyllat
pérbéhen nga simplekset. Simplekset jané renditur né at€ ményré qé jané shfaqur gjaté
filtrimit. Vijat vertikale dhe horizontale i ndajné mjaft qarté fazat e filtrimit t€¢ komplekseve.
Matrica pérbéhet nga elementet 1 dhe 0 por pér t€ mos e ngarkuar shénimin 0 nuk i shénojmé
fare. Vérejmé se trekéndshi i poshtém i matricés €shté gjithmoné zero, prandaj do t€ na duhet
té€ béjmeé vetém reduktimin e trekéndéshit t€ sipérm.

Pér reduktimin e matric€s do pérdorim algoritmin si n€ vazhdim.

Algorithm 1 Reduktimi i matricés sé€ kufirit (mod 2)

1: for ¢do koloné j nga 1 deri n€ numrin e kolonave do

2:  while ekziston ndonjé koloné k£ < j e tillé€ qé pivot(k) = pivot(j) do
3: Shto kolonén k te kolona j (mod 2): 0; := 0; + Ok

4 end while

5: end for

Kufiri i kulmeve a, b, ¢, d shté thjesht bosh prandaj dhe shtyllat pér kéto elemente jané
triviale, ndérsa kufiri 1 brinj€s ab pérbéhet nga kulmet a dhe b andaj né rreshtat pérkatés té
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tyre te shtylla ab kemi vendosur 1. Ngjashém né kété ményré dhe pér simplekset e tjera.

a blc d ab bc|ad cd |ac|abc|acd
1 1 1
1 1
1 1|1

d © ©
ab 1
be 1
ad 1
cd 1
ac 1
abc 1

acd

St Q

o

Fillojmé duke shqyrtuar kolonat njé nga njé. Vérejmé se katér kolonat e para jané triviale,
pra nuk pérmbajné ndonjé€ vleré jozero, andaj nuk kemi nevojé t€ b&jmé ndonjé veprim.
Kolonat g€ i1 korrespondojné simplekseve ab, bc dhe ad pérmbajné vlera jozero por pozitat
e tyre té pivotéve nuk ndodhen né rreshtat e njéjt€ me pivotét e kolonave paraprake.
Prandaj nuk €shté i nevojshém ndonjé veprim shtes€. Ndérsa né kolonén qé i korrespondon
simpleksit cd, pivoti i saj ndodhet né té njéjtin rresht me pivotin e kolonés ad. Andaj kolonés
cd 1 shtojmé kolonén ad. Pra pivotét qé¢ ndodhen né t€ njéjtin rresht anulohen dhe fitohet

njé koloné e reduktuar.

a blec d ab bec |ad cd+ad| ac| abe | acd
1 1 1

> Q
—
—

©

O 1

ab 1
be 1
ad 1
cd 1
ac 1
abc 1

acd
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NE ményré t€ ngjashme kolona qé 1 korrespondon simpleksit cd+ad ka pivot né t€ njéjtin
rresht me kolonén be. Pér ta eliminuar két€ pérputhje, kolonés cd + ad i shtojmé kolonén

be. Si rrjedhim pivotét né té njéjtin rresht anulohen dhe kolona pérkatése reduktohet.

a blc d ab be|ad cd+ ad—+bc | ac|abe | acd
1 1 1 1
® 1 @®
1 1
d 1
ab 1
be 1
ad 1
cd 1
ac 1
abc 1

St R

o

acd

Né ményré t€ ngjashme kolonés qé i korrespondon cd + ad + be 1 shtojmé kolonén ab, pasi
pivotét e tyre ndodhen né té nj&jtin rresht. Sirezultat fitojmé njé koloné triviale, pérkatésisht
cd 4 ad + be + ab.

a blc d ab bc |ad cd+ ad+ bc+ ab| ac | abe | acd
1 1 1

S Q2
—_
—_

©
©

d 1
ab 1
be 1
ad 1
cd 1
ac 1

abc 1

acd

NE ményré t€ ngjashme vazhdojmé kété proces deri sa matrica t€ jeté e reduktuar, pra té
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gjithé pivotét t€ ndodhen né rreshta t& ndryshém.

a blc d ab bc|ad cd+ad+bec+ab|ac+ be+ ab | abe | acd + abe

1 1
D 1

@

d @
ab 1 1
bc 1 1
ad 1

cd O

ac

abc D

acd

St Q

o

Tani do té tregojmé se si mund t€ lexojmé barkodin dhe diagramin e persistencé€s duke u
bazuar né matricén e reduktuar. Le t€ fillojmé€ me homologjiné njé-dimensionale (shiritat
me ngjyré t€ kuqge). Pérftuesit pér kété jané ciklet g€ kané kufi zero, t€ cilat né matricén

toné pérfaqésohen nga kolonat triviale, pérkatésisht ato q€ nuk pérmbajné asnjé pivot.

Konsiderojmé kolonén qé pérfagéson shumén e brinjéve cd+ad+ bc+ab. Duke vepruar
me operatorin e kufirit kemi se rezultati €sht€ zero qé do té€ thoté se kjo koloné gjeneron
njé cikél prandaj pérfagéson njé vecori topologjike njé-dimensionale. Kjo vecori lind né
filtrimin K3 n€ momentin kur shfaget brinja cd. Pér t€ pércaktuar momentin e zhdukjes sé
saj, shikojmé rreshtin pérkatés t€ cd dhe gjejmé pivotin né kolonén acd + abce. Prandaj, kjo
vecori vdes né K kur formohet nj€ 2-simpleks qé e mbulon at€. Andaj n€ barkod vizatojmé
nj€ shirit q€ fillon né K3 dhe mbaron né K.

Kolona gé pérfagéson shumén e brinjéve ac + bc + ab éshté triviale. Brinja ac éshté
ajo q¢€ shfaget e para n€ két€ kombinim, andaj shikojmé rreshtin e ac dhe gjejmé pivotin né
kolonén abe. Kjo tregon se vegoria pérkatése lind né K, dhe vdes né K5, késhtu qé barkodi
pérfshin nj€ shirit nga K, né K.

Kalojmé tani n€ homologjin€ zerodimensionale(shiritat me ngjyré té kaltér). Kolona pér
kulmin a €shté triviale dhe nuk ka pivot né rreshtin pérkatés, g€ do t€ thoté se ky komponent
1 lidhshmérisé lind né¢ K; dhe nuk vdes, pra vizatojmé njé shirit qé fillon nga K deri né
pafundési.

Kolona pér elementin b €shté gjithashtu triviale, por né rreshtin pérkatés b ka pivot né
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kolonén ab. Kjo nénkupton se komponenti i lidhshmérisé b bashkohet me a né K, késhtu
q€ barkodi do t&€ pérfshijé nj€ shirit nga K né K.

Kolona c €shté triviale por pivoti ndodhet né€ rreshtin ¢ brenda kolonés bc, € nénkupton
se c lind dhe vdes né t€ njéjtén faz€ (Ky). Megenése kjo vegori nuk kontribuon né analizén
topologjike t€ hapésirés, nuk vizatojmé ndonjé shirit pér t€ n€ barkod. Né ményré analoge
pér elementin d kemi njé€ shirit g€ fillon n€ K5 dhe pérfundon né K.

Tani, ¢do shirit té formés [s, ) né barkod i korrespondojmé pikén (s,t) né diagramin
e persistencés. Ndérsa shiritave t& formés [s, 0o) u korrespondojmé pikat (s, + 1), ku ¢

pérfagéson fazén e fundit té filtrimit t& pérfshiré n€ analizé, q€ &shté 6.

A

O

6

5

4

3

2

]

T 2 3 4 5 ’
— :
—
T>

Figura 5.7: Diagrami 1 persistencés dhe bardkodi, ku ngjyra e kaltér 1 korrespondon
homologjis€ zero dhe ngjyra e kuge homologjisé sé paré€.
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Kapitulli 6

Konstruktimi i komplekseve té

simplekseve

N¢é analizén topologjike té té€ dhénave, objektet me interes rrallé heré na jepen
drejtpérdrejt si komplekse t€ simplekseve. Zakonisht, t€ dhénat paraqiten si point cloud.
Prandaj hapi i paré €shté ndértimi 1 njé kompleksi t€ simpleksve nga kjo bashkési, 1 cili
duhet t€ ruajé sa mé€ miré strukturén dhe formén e t€ dhénave dhe t€ jeté i géndrueshém ndaj
ndryshimeve t€ vogla né to. Kjo na mundéson q¢ t€ shndérrojmé t&€ dhénat né njé filtrimi
té simplekseve, qé mé pas pérdoret pér t€ analizuar strukturén e tyre pérmes homologjisé

persistente.

Pérmbaijtja e kétij kapitulli bazohet né masé té konsiderueshme né librat e Z.Virk [19],
T.Dey dhe Y.Wang [4] si dhe temén e diplomés s€ R.Garcia [6].

6.1 Komplekset Rips

Nj€ nga ményrat mé té thjeshta pér té ndértuar njé kompleks t€ simplekseve nga njé

bashkési e fundme pikash éshté pérmes kompleksit Rips.

Pérkufizim 6.1.1. Le ¢ jeté X njé hapésiré metrike dhe S C X njé nénbashkési e fundme.
Pér njé shkallé r > 0, kompleksi Rips Rips (.S, '), éshté njé kompleks i simplekseve abstrakte,

i cili plotéson rregullat:
1. Bashkésia e kulmeve éshté S.
2. Njé nénbashkési o C S formon njé simpleks nése Diam(o) < r.
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Diametri i njé bashkésie t€ fundme A C X éshté Diam(A) = max, ye 4 d(z,y), ndérsa
diametri i X &shté Diam(X) = sup, . x d(7,y), ku d €shté metrika n& hapésirén X

Komplekset Rips njihen gjithashtu si komplekset e Vietoris—Rips-it.

N¢ figurén 6.1 €shté ilustruar njé shembull se si formohen komplekset Rips nga njé
bashkési me pesé€ pika té shpérndara né€ nj€ rrafsh. Pér vlera t€ ndryshme té parametrit r,
rreth secilés piké vizatohen rrathé me rreze r/2, qé ndihmojné né vizualizimin e lidhjeve

mes pikave.

Figura 6.1: Pesé€ pika né rrafsh dhe tri komplekset Rips Rips(.S, r) korresponduese.

Kur dy rrathé preken ose priten, formohet njé brinjé mes pikave pérkatése, q€ do té
thoté se largésia mes tyre €sht€ mé e vogél ose e barabarté¢ me . Nése kemi tri pika ku
secila dyshe e pikave €shté e lidhur me njé brinjé€, atéheré kéto tri pika s€ bashku formojné

njé trekéndEsh, pra njé 2-simpleks, shih figurén 6.2.

Figura 6.2: Tri pika né rrafsh t€ cilat formojné njé trekéndésh - kompleksin Rips pér njé
rreze r q€ éshté mé e madhe ose e barabarté me distancén maksimale mes dy pikave.

Késhtu, me rritjen graduale t€ rrezes r, formohen gjithnjé e mé shumé lidhje: fillimisht
brinjé, pastaj trekéndésha, dhe mé tej simplekse t€ dimensioneve mé té larta. Kompleksi
béhet gjithnjé e mé i dendur. Nése r rritet mjaftueshém, konkretisht sa diametri i bashkésisé,
at€heré kompleksi Rips béhet simpleksi i1 plot€ mbi bashkésiné S. Pér vlera edhe mé té
médha t€ r, kompleksi Rips nuk ésht€ mé planar dhe eventualisht béhet katérdimensional.

Disa veti t€ komplekseve Rips:
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1. Komplekset Rips jané€ shpesh zgjedhja mé e preferuar né Analiz€ Topologjike té té

Dhénave pasi jané t€ lehta pér llogaritje.

2. Kur r éshté mé e vogél se distanca mé e vogél mes dy pikave né S, Rips(S,r) éshté
njé grup 1 ndar€, qé€ do té thot€ se nuk ka brinjé ose simplekse té dimensioneve té
larta.

3. Pércdo r té paktén po aq t€ madh sa diametri 1.5, pra distanca mé e madhe mes ¢ifteve

t¢ pikave né S, kompleksi Rips Rips (.S, ) éshté (|S| — 1)— simpleks.
4. Nése r < ry atéheré Rips(S,r1) C Rips(S,rs).

Pérkufizim 6.1.2. Le t¢ jeté X njé hapésiré metrike dhe S C X njé nénbashkési e fundme.
Filtrimi Rips mbi S éshté koleksioni i komplekseve té simplekseve abstrakte { Rips(S,7)}+>0
me pérfshirjet:

iry o @ Rips(S,1m1) < Rips(S,re) pér¢do m < rs.

Mé pérgjithésisht njé filtrim 1 njé kompleksi t€ simplekseve K é&shté njé familje
nénsimpleksesh {K,},>o t&€ indeksuara nga njé parametér r ku pér ¢do r < 7’ kemi
K, C K,.

Njé filtrim Rips ofron koleksionin e té gjitha komplekseve Rips mbi S. Ndérsa njé

kompleks 1 vetém Rips varet nga zgjedhja e shkall€s, filtrimi nuk varet.

Shembull 6.1.3. Do té shohim ndértimin e filtrimit Rips pér njé bashkési prej 100 pikash
g€ jané njé pérafrim i rrethit, shih figurén 6.3. Fillimisht, kur rrezja r €shté shumé e vogél,
¢do piké géndron e izoluar dhe nuk ka lidhje me pikat e tjera. Andaj kompleksi i Rips-it
pérbehet thjesht nga nj€ bashkési e pikave pra 0-simplekset.

Me rritjen e rrezes r, pikat qé jané afér njéra-tjetrés fillojné t€ lidhen pérmes brinjéve
(1-simplekset), duke krijuar lidhje mes tyre. Kéto lidhje shfagen kur largésia mes dy pikave
b&het mé e vogél ose e barabarté me 7.

Kur r rritet edhe mé shumé, formohen trekéndésha (2-simplekse) mbi grupime prej tri
pikash g€ jané té lidhura plotésisht, domethéné aty ku ekziston njé brinjé mes ¢do dyshe
pikash né grup.

Me rritjen e métejshme té r, figura béhet gjithnjé e mé komplekse: lidhjet mes pikave
shtohen, krijohen mé shumé trekéndésha, dhe kompleksi fillon t€ pasqyrojé mé garté formén

globale té pikave, g€ né kété rast &shté njé formé rrethore. Ajo q€ &shté vecanérisht
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interesante €shté se né két€ fazé, n€ mes té kompleksit mund té dallohet njé hapésiré boshe

pra njé vrimé topologjike, e cila éshté karakteristiké e rrethit.

Filtrimi Rips R=0.05

Filtrimi Rips R=0.1 Filtrimi Rips R=0.2
15
10
10
10
os 05 s
00 0.0 0.0
-05 -05 —05
-10
_10 -10
15
-15
-10 -0.5 0.0 o5 10 -1o -05 00 os 10 15 -1s -1o 05 00 o5 10 15
Filtrimi Rips R=0.25 Filtrimi Rips R=0.33 Filtrimi Rips R=0.4
15 s
t 15
1o 10 10
03 05 05
00 0.0 00
05 -05 -0
“10 -10 -10
s -15
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-15 -10 -05 00 05 10 15 -5 -lo  -05 00 05 10 15 15 -10  -05 00 05 10 15
Filtrimi Rips R=0.55 Filtrimi Rips R=0.6 Filtrimi Rips R=0.7
20
20
15
e 15
10 10 10
05 05 os
00 0.0 00
-05 -05 -0
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(g)r = 0.55 (h)yr = 0.6 ()r=0.7
Figura 6.3: Filtrimi Rips pér bashké&siné e pikave qé jan€ pérafrim i rrethit.
Kjo vrimé &éshté njé nga vecorité qé kapen nga homologjia e rendit t€ paré H;, qé
mat ciklet e mbyllura q€ nuk mbushen nga trekéndésha. Ndérsa r rritet edhe mé tej, kjo

vrimé eventualisht “mbyllet”, pasi trekéndéshat mbulojné hapésirén boshe dhe kompleksi

pérfundon duke u béré gjithnjé e me 1 lidhur derisa té arrijé nj€ strukturé shumé t€ dendur.
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6.2 Komplekset e Cehut

Pérkufizim 6.2.1. Le ¢ jeté X njé hapésiré metriké dhe S C X njé nénbashkési e fundme.
Zgjidhim njé shkallé r > 0. Kompleksi i Cehut Cech(S, r) éshté njé kompleks i simplekseve

abstrakte i pércaktuar nga rregullat e méposhtme:
1. Bashkésia e kulmeve éshté S.

2. Njé nénbashkési o C S éshté njé simpleks atéheré dhe vetém atéheré nése

m:pes B(;U,T’) % (Z)

Né figurén 6.4 éshté ilustruar njé shembull i kompleksit t& Cehut. Dy pika lidhen pérmes
njé 1-simpleksi (pra, formohet njé brinj€) nése rrathét pérkatés me rreze r rreth tyre preken
ose mbivendosen, pra nése ekziston njé zoné ku rrathét priten.

Pér tri pika g€ t€ formojné njé 2-simpleks (njé trekéndésh t€ mbushur), nuk mjafton
qé secila dyshe prej tyre t€ keté ndérprerje, por duhet qé t€ tre rrathét t€ ken€ njé zoné té
pérbashkét ku mbivendosen té gjitha njéherésh. Vetém atéheré trekéndéshi konsiderohet

me brendiné e tij né kompleksin e Cehut.

Figura 6.4: Pesé pika né rrafsh dhe tri komplekse t& Cehut, Cech(S, r).

Disa veti pér komplekset e Cehut:

1. Komplekset e Cehut jané mé t& véshtira pér t’u llogaritur, por ato jané interesante
pér shkak té interpretimit gjeometrik qé€ ofrojné. Ky interpretim gjeometrik do t&

shpjegohet mé voné né kontekstin e komplekseve té nervit.

2. Pérr mé t€ vogél se gjysma e distancés mé t&€ vogél mes dy pikave né S, kompleksi
Cech(S,r) éshté njé bashkési diskrete.

3. Pérr qé éshté t€ paktén dy heré sa distanca mé e madhe mes dy pikave né .S, kompleksi
Cech(S,r) éshté njé (|S| — 1)-simpleks.
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4. Nése rq < ry, atéheré Cech(S,r1) C Cech(S,rs).

5. Thjesht tregohet se C'ech(S,r) C Rips(S,2r). Pasi nése rrethi me rreze r rreth ¢do
pike &éshté 1 ndérpreré me njé€ tjetér, at€heré distanca mes kétyre dy pikave &shté mé
e vogél ose e barabarté me 2r. Kjo do té thoté qé ¢do simpleks né Cech(S,r) éshté
gjithashtu njé simpleks né Rips(.S, 2r), prandaj Cech(S,r) C Rips(S, 2r).

Pérkufizim 6.2.2. Le ¢ jeté X njé hapésiré metrike dhe S C X njé nénbashkési e
fundme. Filtrimi i Cehut pér S éshté koleksioni i komplekseve té simplekseve abstrakte
{Cech(S,1)},>0 me pérfshirjet:

iry g Cech(S,ry) < Cech(S,rs), pérg¢dory <rs.

Shembull 6.2.3. Né figur€ 6.5 jané paraqitur tri pika dhe rrathét pérkatés me rreze § /2. Tani,
le t& krahasojmé si ndértohen komplekset Rips dhe Cehut pér kéto pika.

Né kompleksin Rips, krijohet njé 2-simpleks (njé trekéndésh i mbushur) pasi secila
dyshe pikash &shté mé pak se ¢ larg njéra-tjetrés.

Né kompleksin e Cehut, kushti éshté mé i forté pasi pér té formuar njé 2-simpleks
kérkohet g€ té tre rrathét t€ kené nj€ zoné té pérbashkét ku mbivendosen t€ gjitha njéherésh.
N¢é shembullin toné, prerja e pérbashkét e tre rrathéve €shté boshe, edhe pse ¢do dyshe
pikash priten (pra, formohen 1-simplekse), mungesa e njé zone té pérbashkét e té tre rrathéve
bén qé t& mos formohet trekéndéshi i mbushur. Si rezultat, né kompleksin e Cehut kemi

thjesht njé trekéndésh t& zbrazét, 1 pérbéré vetém nga tri brinj€ (1-simplekset).

<4

Figura 6.5: Kompleksi Rips dhe i Cehut pérkatésisht pér tri pikat e dhéna.

Vérejtje 6.2.4. Né praktiké, pérdoret mé shpesh kompleksi Rips sesa kompleksi i Cehut.
Edhe pse kompleksi i Cehut ka pérparési teorike sepse ruan mé sakté strukturén topologjike
té hapésirés, ndértimi i tij éshté mé i ndérlikuar: pér té krijuar njé k-simpleks, duhet té
kontrollohet nése (k + 1) kané njé prerje té pérbashkét. Nga ana tjetér, kompleksi Rips
éshté shumé mé i thjesht pér t’u llogaritur, pasi kérkon vetém té llogariten distancat dyshe
mes pikave. Pér kété arsye, Rips pérdoret mé shpesh né aplikimet kompjuterike dhe né

analizén e té dhénave topologjike.
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6.3 Kompleksi i nervit

Komplekset ¢ Cehut jané njé rast special i konstruktimit klasik topologjik té quajtur

nerva.

Pérkufizim 6.3.1. Pérk € N, letéjeté U = {Uy, U, . .., Uy} njé koleksion i nénbashkésive
t¢ X. Nerva e U éshté kompleks i simplekseve abstrakte N(U), i cili pérkufizohet sipas

rregullave:
1. Bashkésia e kulmeve ésht¢ U = {Uy, U, ..., U}, qé pérbéhet nga k elemente.

2. Njé nénbashkési o C U éshté njé simpleks atéheré dhe vetém atéheré nése (., U; #

0.

Njé kompleks i Cehut éshté nervi i koleksionit pérkatés té rrathéve me rreze r, pra
Cech(S,r) = N({B(s,7)}ses)-

Njé€ nga pérparsité kryesore té€ komplekseve té€ nervit éshté se né disa raste lloji 1
homotopisé i kétyre komplekseve pérfagéson unionin e elementeve t&€ /. Kjo éshté

formuluar né Teoremén e Nervit.

Teoremé 6.3.2 (Teorema e Nervit). Le té jeté n € N dhe supozojmé qé koleksioni U =
{Uy,Us, ..., U} pérbéhet nga nénbashkési té mbyllura dhe konvekse té R™, atéheré:

Vértetim. Pér thjeshtsi, le t&€ supozojmé se nervi ka dimension 1, domethéné té gjitha
prerjet e trefishta t& bashkésive t&€ U/ jané t€ boshe. Vértetimi i ploté &sht€ mé teknik, por
analog me até qé do ta shqyrtojmé pér kété rast.

Letéjete X = U, UU;U---UUgdhe Z C X x N(U) si:

z= (ﬂ U, x a) .
seEN(U)
Do té tregojmé se Z ~ X dhe Z ~ N(U).

Tregojmé se Z ~ X. Pér¢do z € X kemi g€ {z} x N(U) N Z &shté njé simpleks
né nerv, qé éshté formuar nga t€ gjitha s € S pér té cilat x € U,. Duke kontraktuar ¢do
simpleks té tillé n€ njé piké kemi se pér ¢cdo x € X fitojmé njé€ deformim t€ Z né€ X, pra
Z ~X.
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Tregojmé se Z ~ N(U). Pérgdoy € N(U) kemi se (X x {y}) N Z éshté njé bashkési
kontraktibile sipas supozimeve. Fillimisht kontraktojmé seksionet e kétij lloji pér t€ gjithé y
qé€ nuk jané kulme dhe mé pas pérfundojmé duke kontraktuar té gjitha seksionet pér kulmet.
Ne fitojmé njé deformim t& Z né N (U), pra Z ~ N(U).

Njé rast 1 veganté 1 vértetimit €shté ilustruar pérmes figurave 6.6, 6.7 dhe 6.8.

u N(U) Z
|

Jﬂ(\'

Figura 6.6: Njé koleksion ¢/ i nénbashkésive té rrethit X = S! (majtas), nervi pérkatés (né
gendér) dhe hapésira Z e ndértuar n€ vértetimin (djathtas). Bashkésité e U/ jané ilustruar si
nénbashkési t€ rrafshit pér qartési, ndérkohé qé formalisht I/ pérbéhet nga prerjet me X.

Figura 6.7: Pér té treguar se Z ~ S', kontraktojmé seksionet mbi pikat e z € X né Z

q€ pérkojn€ me brinjét né kompleksin e nervit (kontraktimi pérgjaté shigjetave t€ shénuara
majtas) pér té marré S*.

Figura 6.8: Pér t€ treguar se Z ~ N (U), fillimisht kontraktojmé seksionet mbi pikat qé
nuk jané kulme y € N(U) né Z (kontraktimi pérgjaté shigjetave t€ shénuara majtas) pér té
marré hapésirén né gendér. Pérfundojmé duke kontraktuar seksionet mbi kulmet y € N (i)
né Z (kontraktimi pérgjaté shigjetave t€ theksuara né qendér) pér t€ marré N (U) (djathtas).
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Teorema e Nervit nuk vlen pér njé koleksion té ¢farédoshém té nénbashkésive, si¢ éshté

paragqitur edhe né figurén 6.9.

u N(U)
b A

Figura 6.9: Njé shembull 1 njé nervi.

Teorema e Nervit &shté e vlefshme né njé formé mé t€ pérgjithshme. Pé&r shembull,
supozojmé qé ¢do prerje e fundme té€ bashkésive t€ U (duke pérfshiré ¢do U € U, pasi ajo
shfaget si prerjae {U} C U) éshté ose boshe, ose kontraktibile. Nése U éshté njé koleksion
1 mbyllur 1 nénbashkésive n€ R™ ose njé koleksion i1 hapur i1 bashkésive né njé hapésiré

metrike, atéheré:

UJUu~nNuw

Ky éshté njé pohim mé i forté sesa Teorema e Nervit, nga lema:
Lemé 6.3.3. Le té jeté n € N. Cdo nénbashkési konvekse e R" éshté kontraktibile.

Vértetim. Supozojmé qé¢ A C R" éshté konvekse dhe xy € A. Ne mund ta lévizim ¢do
a € Ané x, pérgjaté segmentit nga a né xy. Kjo jep homotopiné H(a,t) = (1 — t)a + txo,
mes pasqyrimit identitet mbi A dhe pasqyrimit konstante né x, pra A éshté kontraktibile.

Teorema e nervit ofron njé pérshkrim homotopik té kompleksit t& Cehut. Pasi rruzuijt

euklidian jané konveks, marrim:

Cech(S,7) = N ({B(s,7)}ses) U B(s,r)

sES

Ky fakt éshté arsyeja kryesore pse pérdoren komplekset ¢ Cehut edhe pse ato jané mé t&

véshtira pér t’u llogaritur sesa komplekset Rips.
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6.4 Vetité e ndérthurjes

Kur kemi njé nénbashkési t€ fundme t€ njé hapésire metrike, kemi paré qé¢ mund
té ndértojmé komplekse té simplekseve (si Rips apo Cehut) mbi até bashkési. Por, kur
flasim pér komplekse e simplekseve abstrakte, ato jané objekte diskrete, pra nuk mund té
pércaktojmé n€ ményré t&€ natyrshme nj€ distancé t€ vazhdueshme mes tyre.

Ndérkohé bashkésia e pikave dhe parametri i shkallés 7 jané t€ vazhdueshém, ku r &shté
nj& numér real pozitiv g€ mund t&€ ndryshoj€ n€ ményré t&€ vazhdueshme. Ekzistojn€ ményra
pér t€ matur distancén mes dy bashkésive t& fundme né njé hapésiré metrike. Por pér shkak
té natyrés diskrete t€ komplekseve t€ simplekseve, ndértimi i tyre ka shpesh “kércime” té

papritura, pra ndryshime té papritura kur » ndryshon.

Shembull 6.4.1. Le té jet¢ X = {0,1} C R. Vérejmé se kompleksi Rips Rips(X,r)

ndryshon né ményré jo té€ vazhdueshme né varési té shkallés.

- Pérr < 1, dy pikat jané shumé larg pér t€ qené t€ lidhura, prandaj kompleksi pérmban
vetém dy pika (0-simplekse).

- Pérr = 1, distanca mes 0 dhe 1 &shté pikérisht 1, prandaj ndértohet njé lidhje mes

tyre, pra formohet njé 1-simpleks (brinjé€).

Megjithaté mund t€ pérkufizojmé nj€ distanc€ mbi filtrime, né ményré g€ filtrimi pér
nj€ bashkeési pikash té jeté njé funksion i vazhdueshém né raport me bashkésin€ e pikave

dhe parametrin e shkallés .

Pérkufizim 6.4.2. Le ¢ jet¢ ¢ > 0. Dy filtrime {A,},>0 dhe {B,},>0 té ndértuara
pérmes konstruktimit té Ripsit ose Cehut quhen € — ndérthurura nése ekzistojné pasqyrimet
simplekse ¢, : A, — B... dhe ., : B, — A... ashtu qé o, . o, : B, —
B,io. dhe ¥,y 0 o, 1 A — A, o jané té barabarata me pérfshirjet pérkatése.

Pérkufizimet e pasqyrimeve mund té vizualizohen pérmes diagramit komutativ:

y Apye ——— Apyoe ———

XX

” Br+5 I Br+2£

Pérkufizim 6.4.3. Le té jené dy filtrime, distanca e tyre e ndérthurjes éshté pércaktuar si

infimumi i té gjitha vlerave £ > 0, pér té cilat filtrimet jané c-ndérthurura.
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Pra pér filtrimet Rips dhe té Cehut pér koleksionet té mbyllura pikash té fundme,
distanca e ndérthurjes €shté njé€ metriké mbi bashkésiné e filtrimeve. Ndérsa kujtojmeé se nuk
ka njé metriké gjeometrikisht kuptimplote mbi bashkésin€ e komplekseve té simplekseve té

fundme.

Shembull 6.4.4. Le t& jené X = {0,1} C Rdhe Y = {0.1,1.2} C R.
Filtrimi Rips pér X, Rips(X,r) pérbéhet nga:

- dy pika pérr < 1;
- njé€ brinjé pérr > 1.
Filtrimi Rips pér Y, Rips(Y,r) pérbéhet nga:
- dy pikapérr < 1.1;
- njé brinjé pérr > 1.1.
Andaj kemi se filtrimet jané 0.1-ndérthurura.

Koncepti 1 ndérthurjes do t€ keté nj€ rol t€ réndésishém mé voné né€ kontekstin e
stabilitetit t&€ homologjis€ persistente. Né kété piké, mund ta pérdorim pér t€ formuluar

dy rezultate t€ rénd€sishme.

Teoremé 6.4.5. Le té jeté ¢ > 0 dhe X = {x1,29,..., 2}, Y = {y1,y2,--., Uy} dy
bashkési me k pika secila, té tilla qé pér ¢do i vlen d(x;,y;) < €. Atéheré:

i) Filtrimet Rips té X dhe Y jané 2e-ndérthurura.
ii) Filtrimet e Cehut té X dheY jané c-ndérthurura.

Vértetim. Drejtpérdrejt nga jobarazimi i trekéndéshit, nése njé nénbashkési 0 C X ka
diametér r, at€heré nénbashkésia pérkatése 7 C Y, e pérbéré nga pikat me té njéjtat indekse
si ato né o, ka diametér jo mé t€ madh se r + 2¢. Pra nése o €shté nj€ simpleks né Rips(X, r)
atéheré 7 €shté njé simpleks né Rips(Y, r + 2¢).

yl\ Y2
<e\ < e

/
T <r X2

Figura 6.10: Nése d(x1,x2) < r dhe d(x;,y;) < € atéheré d(y1,y2) < 1 + 2.
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Pasqyrimet q€ marrin ¢do piké x; nga X dhe e dérgojné né y; né Y formojné nj€ pasqyrim
simpleks Rips(X,r) — Rips(Y,r + 2¢). Kjo do t€ thoté se pér ¢do simpleks né filtrimin
Rips t&€ X ekziston njé simpleks pérkatés né filtrimin Rips t€ ¥, me njé ndryshim té vogél
né diametér, q€ éshté 2¢.

Po ashtu pasqyrimet g€ marrin ¢do piké y; nga Y dhe e dérgojné€ n€ z; né X jané
gjithashtu simplekse dhe formojné pasqyrimin Rips(Y,r) — Rips(X,r + 2¢). Kjo tregon
se edhe pér ¢do simpleks né filtrimin Rips té€ Y ekziston njé simpleks né filtrimin Rips té
X, me nj€ diametér qé Eshté r + 2e.

T€ dyja kéto pasqyrime €shté e qarté se komutojné me pérfshirjet, andaj konkludojmé
se filtrimet Rips t€ X dhe Y jané t€ 2c-ndérthurura (dyfish té ndérthurura).

Ngjashém tregohen pér rastin e filtrimeve t& Cehut.

O

Késhtu mund t€ pérfundojmé se kur b&jmé ndryshime té vogla né€ bashkésiné e pikave,
filtrimet q€ krijohet nuk ndryshojné€ shumé. Kjo do t€ thoté se konstruktimi i filtrimit éshté
stabil. Kjo &shté e réndésishme, sepse na siguron q€ edhe nése bashkésia e pikave ndryshon
pak, filtrimet g€ krijojm& mbeten t€ ngjashme dhe t& besueshme.

NE ményré t€ ngjashme, mund té shpjegojmé marrédhénien mes filtrimeve Rips dhe
Cehut. Edhe kéto dy filtrime jané té lidhura ngushté me njéra-tjetrén dhe pérmbajné
informacione t& ngjashme.

Rikujtojmé se Cech(S,r) C Rips(S,2r) dhe Rips(S,r) C Cech(S,r) C Cech(S,2r).
Pra filtrimet Rips dhe té Cehut kur krijohen me shkallé logaritmike, jané t& (log?2)-
ndérthurura,

{Rips(S,e")}r>0 dhe {Cech(S,e") }r>o

jané té (log 2)-ndérthurura.
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Kapitulli 7

Stabiliteti

Deri tani kemi prezantuar homologjiné persistente né kontekstin diskret dhe ményrén
bazg té llogaritjes sé saj. Tani do té kalojmé né€ pjesén teorike, ku do té€ njohim filtrimet e
vazhdueshme dhe modulet e persistencés. Kéto koncepte jané kyge pér t€ kuptuar teoremén
e stabilitetit, e cila tregon se homologjia persistente ndryshon né ményré t€ vazhdueshme

kur ndryshon filtrimi.

Pérmbaijtja e kétij kapitulli bazohet né masé té konsiderueshme né librin e Z.Virk [19]
dhe T.Dey dhe Y.Wang [4].

7.1 Filtrimet e vazhdueshme

Rikujtojmé se njé€ filtrim diskret i njé kompleksi t€ simplekseve K &éshté njé varg

nénkompleksesh té formés:
KiCKyC---CK, =K.

Njé shembull i filtrimit shté dhéné né figurén 7.1. Filtrimet diskrete pérfagésojné njé

K, Ko K K,

—

Figura 7.1: Filtrimi 1 komplekseve.
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varg t€ fundme t€ komplekseve, ku secili nénkompleks pérfshihet né tjetrin.

Megjithése kjo qasje edhe pse éshté gjeometrikisht intuitive ekziston njé ményré
tjetér mé e thjesht pér ta pérshkruar filtrimin. Né& vend qé€ t€ ruajmé té gjithé vargun e
nénkomplekseve, mund ta shénojmé ¢do simpleks 0 € K me indeksin f(o) g€ tregon
momentin kur ai shfaget pér heré t€ paré né filtrimin toné.

Duke pasur kété funksion shénimi, mund té rikonstruktojmé lehtésisht nénkompleksin
pérkatés pér ¢do hap té filtrimit K; = {o € K | f(o0) < i}. Shih figurén 7.2, pér njé
shembull.

Figura 7.2: Shénimi 1 simpleksit nga filtrimi ne figurén 5.4.

Nga kjo, mund t€ zgjerojmé konceptin e filtrimeve né dy drejtime, duke konsideruar
filtrime t€ vazhdueshme t€ cilat pérb&hen nga pafundésisht shumé nénkomplekse dhe duke

pérkufizuar filtrimet pérmes njé funksioni shénimi t€ pérshtatshém.

Pérkufizim 7.1.1. Njé filtrim i vazhdueshém i njé kompleksi té simplekseve té fundme K
éshté njé koleksion i nénkomplekseve { K, },> té K té tillé gé

Vr<gq:K CK,CK.

Do té kérkojmé edhe njé kusht shtesé, pér ¢do simpleks s € K, minimumi arg min,{c €
K, } t€ ekzistojé, pra t€ ekzistojé shkallé mé e vogél r né t€ cilén shfaget 0. Njé kusht
ekuivalent éshté ky: pér ¢do r ekziston ' > r i tillé q¢ K, = K,., pra nése njé simpleks
mungon né shkallén r, ai mungon edhe né shkallé¢ pak mé t&€ médha.

Nén kété kusht, ¢cdo filtrimi 1 vazhdueshém €shté njé filtrimi 1 nénniveleve i1 funksionit té
vet shénues pérkatés. N¢é vecanti, ¢do filtrimi i nénniveleve €shté njé filtrimi i vazhdueshém

dhe anasjelltas.

Pérkufizim 7.1.2. Le té jeté K njé kompleks simpleksesh dhe [ : K — R njé funksion

filtrimi, pra njé funksion qé i cakton ¢do simpleksi té K njé numér jonegativ né ményré qé
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nése o C 1, atéheré f(o) < f(r). Filtrimi i nénniveleve i induktuar nga f éshté njé filtrim

i vazhdueshém, i pérbéré nga familja e nénkomplekseve:
K,={oceK| flo)<r}CK, pér¢dor>0.

Parametri r shpesh quhet shkallé, nocion qé rrjedh nga filtrimet Rips dhe té Cehut ose
nivel qé rrjedh nga veté funksioni i filtrimit.

Pérkufizimi 1 grupeve t€ homologjis€ persistente pér filtrimet e vazhdueshme né thelb
€shté i nj&jt€ me até pér filtrimet diskrete. Ndryshimi i vetém géndron né faktin se intervali
1 indeksimit éshté i vazhdueshém, pérkatésisht 0 < s < ¢, gjé q€ né teori sjell pafund shumé
grupe t€ homologjis€ persistente.

Llogaritja pérmes metod€s s€ reduktimit t€ matricave nuk varet nga ky zgjerim i
vazhdueshém. Arsyeja éshté se kjo llogaritje bazohet vetém né funksionin e filtrimit té
pércaktuar mbi njé numeér té€ fundmé simpleksesh dhe nuk ka nevojé té€ pérpunojé té gjitha
komplekset e filtrimit, q€ do té ishin pafund né numér. Pra ne mund té llogarisim barkodin
dhe diagramin e persistencés duke pérdorur t€ njéjtén proceduré si pér filtrimet diskrete,
ashtu edhe pér ato t€ vazhdueshme.

Tani do t€ shikojmé lidhjen mes filtrimeve diskrete dhe atyre t€ vazhdueshme:

1. Duke pasur njé filtrim diskret, ekziston njé zgjerim 1 natyrshém 1 tij si filtrimi 1

nénniveleve i funksionit té€ shénimit.

2. Duke u nisur nga njé filtrimi i vazhdueshém i nénniveleve { K, },>¢ i pércaktuar
pérmes njé funksioni filtrimi f, ekzistojné dy ményra pér té ndértuar njé filtrimi
diskret:

(a) Duke e ngushtuar filtrimin né njé varg vlerash diskrete:

Filtrimi 1 vazhdueshém pérkatés, si¢ pérkufizohet nga pika 1, mund té jeté i
ndryshém nga familja { K, },>o. Ky zgjerim né njé filtrim t&€ vazhdueshém nuk
ruan informacionin e sakté mbi ményrén se si ndryshon kompleksi ndérmjet

niveleve té njépasnjéshme té shkallés né filtrimin diskret.

(b) Njé ményré mé efektive pér t&€ ndértuar njé filtrimi diskret shté qé indeksi 7 té
mos e shikojmé si shkall€, por si njé€ indeks i nj€ shkalle kritike t€ filtrimit t&

vazhdueshém. Njé shkall€ r e nj€ filtrimi t€ vazhdueshém quhet kritike, nése
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té paktén njé simpleks shfaqet né . Formulisht pércaktojmé shkallét kritike
ry < rg9 < --- < ry sirenditjen e vlerave qé merr funksioni i filtrimit f (dmth.

{r1,ra,..., 1} = Im(f)) dhe pércaktojmé filtrimin diskret si:
Ki={oe K| f(o) <ri}.

Ky filtrimi diskret pérmban té gjithé informacionin rreth ndryshimeve né

filtrimin e vazhdueshém.

Filtrimi i Cehut mbi tri pika qé formojné njé trekéndésh barabrinjés me gjatési 1 né teori
pérfshin pafund shumé komplekse té simplekseve. Por ndryshimet reale né kété filtrimi
ndodhin vetém né shkallét 0, 1/2 dhe 1/+/3. Prandaj, filtrimi diskret pérkatés (i ndértuar
sipas ményrés s€ pérshkruar né pikén 2(b)) pérbe&het vetém nga komplekset ¢ formohen né
kéto tri shkallé, shih figurén 7.3.

1/2

=0 r=1/2 r=1/v3

Figura 7.3: Filtrimi i Cehut mbi tri pika qé formojné njé trekéndésh barabrinjés me gjatési
1.

Pérkufizim 7.1.3. Le té jeté ¢ > 0. Dy filtrime té vazhdueshme { K, },>o dhe { L, },>0 jané
e— ndérthurura nése ekzistojné pasqyrimet simplekse ¢, : K, — L,.. dhe ¢, : L, —
K, .ashtuqé p, .0, : L, — L, 9. dhe ¥, .0, : K, — K, o jané té barabarata me
pérfshirjet pérkatése.

” rde 7 Kr+2€ — 7

XX

> » Lyye —— Lypo ——

g

Kemi treguar se filtrimet Rips dhe té Cehut me distancén e ndérthurjes jané té vazhdueshme
(stabile) ndaj ndryshimeve t€ vogla né pikat baz€. Duke e pérgjithésuar kété rezultat,
tani tregojmé se filtrimet e nénnivelit jané t& vazhdueshme ndaj ndryshimeve té vogla né

funksionin e filtrimit, duke matur ndryshimin me distancén maksimale.
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Distanca maksimale ndérmjet dy funksioneve f,g : K — R té definuara mbi té gjitha

simplekset e njé kompleksi t€ fundmé K, pércaktohet si
If = gllec = max|f (o) —g(o)].
ceK

Pohim 7.1.4. Le té jeté K njé kompleks i simplekseve dhe f,qg : K — [0,00) dy funksione
filtrimi. Atéheré, filtrimet e nénniveleve qé u pérkasin funksioneve f dhe g jané ||f — g||oo-

ndérthurura.

Vértetim.  Pér t€ pérshtatur shénimin me diagramin mé sipér pér ¢ = |[|f — g/«
pérkufizojmé K, ={c € K | f(o0) <r} C Kdhe L, ={o € K |g(o) <r} C K.

Pasqyrimet e ndérthurura ¢ dhe 1 1 pérkufizojmé té jené identitetet mbi kulme. Kéto
pasqyrime jané t€ mir¢ té pércaktuara.

Vértet, pér ¢do kulm v € K, nése v € K, at€heré v € L, g, sipas definicionit t&
distancés maksimale. Po ashtu nése v € L,, at€heré v € K, |r_g||.-

Nga argumenti i njéjt€ pér simplekset pasi nése njé simpleks 0 € K ndodhet né
K, atéheré ai ésht€ gjithashtu ndodhet n€ L, ;_g.., kemi se pasqyrimet ¢ dhe ¢ jané

pasqyrime simplekse.

7.2 Modulete e persistencés

Homologjia persistente merret duke aplikuar homologjin€ mbi njé€ filtrim - njé varg i
renditur 1 komplekseve té€ simplekseve. Tani do t&€ shqyrtojmé vetité e objekteve algjebrike
qé rezultojné nga ky proces, t&€ quajtura module té persistencés. K&to module modelojné
evolucionin e hapésirave vektoriale né homologji, ashtu si¢ filtrimet modelojné rritjen e
komplekseve t& simplekseve.

Pér t& gjithé kapitullin do t€ fiksojmé njé fushé F, e cila pérdoret pér koeficient e

hapésirave vektoriale pérfshiré grupet e homologjisé.

Pérkufizim 7.2.1. Njé modul i persistencés éshté njé koleksion i hapésirave vektoriale (me

dimension té fundmé) {V,.},>o sé bashku me pasqyrime lineare
hpg: Vi = Vg Vr<gq

qé plotésojné kushtet h, , = h, s o hy 4 dhe h,, = idy, pérté ¢dor < q < s.

121



idy,

()

Vs

h'r,s hs,q

Shkalla r > 0 quhet regulare nése ekziston njé ¢ > 0 ashtu gé pasqyrimet h, , jané

izomorfizma pér ¢do p,q € (r — e,r + ¢). Shkalla r quhet kritike nése nuk éshté regulare.

Modulet e persistencés pérfaqésojné strukturén algjebrike themelore t€ homologjisé
persistente pér filtrimet e vazhdueshme.

Cdo modul 1 persistencés qé do té shqyrtoymé do té€ keté kéto karakteristika:

1. Ekziston R > 0 e till€ qé pér ¢do R < r < g, pasqyrimet h, , jan€ izomorfizma,
rrejdhimisht t€ gjitha funksionet A jané izomorfizma. Nj€ veti analoge vlen edhe pér
filtrimet e vazhdueshme, pasi ato filtrojmé njé kompleks t€ simplekseve t€ fundme.
N¢ veganti, nése kemi njé funksion filtrimi f, at€heré pér ¢do » > max | f| komplekset

e nénniveleve K, mbeten t€ pandryshuara.

2. Pér¢do r > 0 ekziston njé r' > r i tillé q& pér t& gjitha ¢ € [r,r’), pasqyrimet A, ,

jané€ izomorfizma.

3. Ekziston nj&€ numér i fundmé shkall€sh kritike.

Nga vetité 2 dhe 3 kemi se intervali [0,00) mund t&€ ndahet né njé numér t&€ fundmé

intervalesh té formés [\, A2) né t€ cilat t&€ gjitha pasqyrimet h jané izomorfizma.

Pérkufizim 7.2.2. Dy module té persistencés {V,},>o dhe {W,},>o quhen izomorfe nése
pér ¢do r > 0 ekzistojné izomorfizmat V,, — W, ashtu qé pér ¢do varg té vierave 0 < ry <

ro < --- diagrami né vazhdim éshté komutativ:
Vi Vi Vije
W, Wi Wit

Pérkufizim 7.2.3. Le t¢ jené 0 < p < q. Njé modul intervali F), , qé i korrespondon ciftit

(p, q) éshté njé modul i persistenvcés {V, },>o qé plotéson kushtet:
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i) V., =Fpérr € |p,q) dhe V, = 0 né té kundértén.

ii) Pasqyrimet h ¢ jané izomorfizma kur éshté e mundur.

Kéto kushte mund t‘i riformulojmé si:
i) Pérp < s < s < ¢pasqyrimi h, o Eshté identiteti né F.
il) N& té kundértén h, o Eshté pasqyrimi zero.

Distanca e ndérthurur €shté pérkufizuar mé paré€ pér filtrimet, njé pérkufizim i ngjashém

vlen edhe pér modulet e persistencés.

Pérkufizim 7.2.4. Le ¢ jeté 0 > 0. Modulet e persistencés {V,},>o dhe {W,},>o me
pasqyrimet e tyre lineare pérkatése h,, dhe h, , quhen c-ndérthurura nése ekzistojné
pasqyrimet lineare ¢, : V., — W,.. dhe . : W, — V... té tilla qgé pasqyrimet
Orae 0y Wi — Wiyo. dhe ¥, . 0 @, V. — V. o, jané té barabarta me pasqyrimet
pérkatése té moduleve h. . dhe h,, ..

Pér dy module té persistencés, distanca e ndérthurur d; pércaktohet si vlera minimale

e té gjitha € > O pér té cilat ato jané e- ndérlidhura.

? r4e — ‘/r+25

XX

Wige ——— Wippe ——— -

Funktorialiteti 1 homologjisé nénkupton g€ filtrimet e e-ndérthurura iduktojné module
té persistencés e-ndérthurura. Pér shembull nése kemi dy filtrime t€ ndérthurura, q€ do té
thoté qé ka nj€ ndryshim té vogél mes tyre, do t€ kemi gjithashtu modulet e persistencés qé
pérfagésojné ndryshime té vogla mes kétyre dy filtrimeve.

Megjithaté ekziston njé€ situaté ku modulet e persistencés mund té jené t€ aférta pa qené
domosdoshmérisht t& ndérthurura filtrimet e tyre. Kjo ndodh kur kemi t&€ b&jmé me hapésira
g€ jané “afér” njéra-tjetrés. Pér shembull dy grupe pikash g€ pérfaqésojné té njéjtén formé
gjeometrike, por me ndryshime t€ vogla né pozicionimin e pikave, mund té prodhojné
module t€ persistenc€s shumé té€ ngjashme, edhe pse filtrimet e tyre pérkatése mund t&
ndryshojné.

Pér t€ kuptuar mé miré kété, s€ pari duhet t€ pérkufizojmé se c¢faré nénkuptojmé me

“aférsi”.
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Pérkufizim 7.2.5. Le té jeté (X, d) njé hapésiré metrike dhe A, B C X nénbashkési té
fundme. Distanca e Hausdorff-it dy (A, B) pérkufizohet si:

dy (A, B) = max {maxmind(a, b), max mind(a, b)} :

beB a€cA acA beB

Né ményré intuitive distanca e Hausdorff-it mat sa larg jané A dhe B nga njéra-tjetra né
rastin mé té keq t€ mundshém.

Pra ne kérkojmé qé:

- Té gjejmé vlerén minimale r 4 té tillé qé rrethina N(A,r4) D B, pra ¢do piké e B
€shté brenda njé distance 74 nga njé piké e A.

- Té gjejmé vlerén minimale r 5 t€ tillé qé rrethina N(B,rg) D A.

Pérfundojmé q€ dy (A, B) = max{rs,rp}. Vérejmé qé pér ¢do a € A ekzistonb € B
ashtu qé€ d(a,b) < dg(A, B) dhe anasjelltas.

Njé shembull &shté dhéné né figurén 7.4, ku kemi njé bashkési té pikave me ngjyré té
zez€ A dhe nj€ bashkési pikash me ngjyré t€ kuqe B, ndérsa rrethinat e tyre pérkatése jané

né mes dhe né fund t€ figurés. Pasi qé 5 > r4 kemi se dy (A, B) = rp.

]\7(147 7",4)

L] L] L] L o
L]

Figura 7.4: dy(A,B) =rp > 14
Njé€ nocion i ngjashém me distancén e Hausdorff-it €shté distanca e Gromov-Hausdorft-
it.

Pérkufizim 7.2.6. Le té jené A dhe B hapésira metrike té fundme. Distanca e Gromov-
Hausdorff-it dgy (A, B) pérkufizohet si:

dau(A, B) = Ll?yf{dH(M(A)a v(B))},

ku infimumi merret mbi té gjitha zhytjet izometrike n = A — X dhe v : B — X né njé
hapésiré metrike X.

Pohim 7.2.7. Le té jené A dhe B hapésira metrike té fundme dhe ¢ = dgy (A, B). Atéheré
pér¢do g € {0,1,...} vien:
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1. {H,(Rips(A,r))},>0 dhe { H,(Rips(B,1))},>0 jané 2e-ndérthurura.

2. {H,(Cech(A,7))}r>0 dhe {H,(Cech(B,1))},>0 jané e-ndérthurura.

Vértetim. Do t€ japim vértetimin vetém pér ¢ = 1 dhe filtrimet Rips. Vértetimi pér rastet
e tjera &shté analog, por mé teknik.

Pa humbur nga pérgjithésimi, mund té supozojmé qé¢ A dhe B jané nénbashkési té njé
hapésire metrike X dhe ¢ = dy (A, B). Synimi yné éshté té pérkufizojmé pasqyrimet ¢ dhe

v ashtu q€ diagrami i méposhtém té jeté komutativ:

- — Hi(Rips(A,r)) — Hyi(Rips(A,r +2¢)) — Hy(Rips(A,r+4e)) —

><><

- — Hy(Rips(B,r)) — Hy(Rips(B,r 4+ 2¢)) — Hi(Rips(B,r + 4¢)) —
S€ pari pérkufizojmé funksionet né kulmet e komplekseve Rips:

- Pér ¢do a € A, zgjedhim njé b, € B té tillé q€ d(a,b,) < e dhe pérkufizojmé
funksionin ¢, (a) = b, pér ¢do 7.

- Pér ¢do b € B, zgjedhim njé a, € A t€ tillé g€ d(b,a;,) < e dhe pérkufizojmé

funksionin 1),.(b) = a;, pér ¢do .

Nga ményra se si 1 kemi pérkufizuar funksionet ¢, dhe 1, nuk pércaktojné njé ndérthurje
mes filtrimeve Rips, pasi né rast t& pérgjithshém a;, # a.
Le t€ jet¢ a = Y .{aa;+1} njé l-cikél né Rips(A,r), pércaktojmé ¢, ([a]) =
[>:{ba;» ba,,, }. Funksionet ¢, dhe 1, jané miré t& pércaktuara pasi:

- > i{ba;, ba,, . } €shté njé cikél né Rips(B, r + 2¢) pasi d(a;, a;41) < r implikon qé
d(ba;, ba;y,) <7+ 2e.

- Nése vlen [ {as,aip1}] = D {d,ai,}] pra se Y {as,aia} — ), a0}, =

9> _;lxj,yj, 7;] atéher kemi se vlen po ashtu

w([z{ai, ain}]) = ¢(Y_[{al a1 })

i

pasi > {ba;, ba,, b — Zi{ba’aba§+1} = az [ba;, by, bz,] dhe [bs,, by, b2,] jané
trekéndésha né Rips(B, r + 2¢).
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Sé fundi duhet t€ tregojmé qé:

[Z{%am} = [Z{a;/7a;/+1 ]

né Hy(Rips(A,r + 4¢)), ku aj = ap, . Verejmé g€ d(a;, ai') < 2e pér ¢do i. Ndryshimi

Yodaisaiq} =Y {al, a } éshté njé kufi, si¢ tregohet nga 2— zinxhiri né figurén 7.5.

)

Figura 7.5: Cdo brinjé lidh kulmet qé€ ndodhen né njé distancé jo mé t€ madhe se r + 2¢.

Vérejmé se dgp (A, B) < dy(A, B) pér nénbashkési té fundme té njé hapésire metrike
X. Andaj pohimi paraprak vlen gjithashtu edhe pér distancén e Hausdorff-it dy. Por
distanca Gromov-Hausdorff-it €shté zakonisht mé e véshtiré pér t’u llogaritur, prandaj éshté

mé e pérshtatshme té pérdoret distanca e Hausdorff-it dy.

7.3 Distanca bottleneck dhe teorema e stabilitetit

Teorema e stabilitetit &shté njé nga rezultatet mé t€ rénd€sishme né homologjiné
persistente. Nga e cila kemi se rezultatet e késaj analize mbeten t&€ géndrueshme edhe kur té
dhénat hyrése pésojné ndryshime té vogla. Me fjalé té tjera nése kemi dy grupe té dhénash
qé jané péraférsisht té€ njéjta (si p.sh. e njéjta formé gjeometrike me pak zhurmé ose gabime)
atéheré edhe diagramet e persistencés qé fitojmé do t€ jené t&€ ngjashme.

Pér t€ matur kété€ ngjashméri mes diagrameve té€ persistencés, pérdorim distancén
bottleneck. Kjo distanc€ na jep njé€ ményré konkrete pér t€ krahasuar se sa t€ ndryshme
jané dy diagram. Ajo mat se sa duhet té zhvendosim pikat n€ njé diagramé q¢€ t&€ p€rputhet
plotésisht me diagramin tjetér.

Kjo veti e stabilitetit €shté mjaft e dobishme né praktiké, e sidomos kur punojmé me
té€ dhéna reale g€ pothuajse gjithmoné pérmbajné zhurmé, gabime n€ matjeje ose pasaktési
té€ tjera. Nga kjo teoremé mund té jemi té sigurt q€ rezultatet tona do t€ jené t€ besueshme

edhe kur t€ dhénat tona nuk jané perfekte.
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Supozojmé se A = (ai,as,...,a,) dhe B = (by,by,...,b,) jané diagrame t&
persistencés, pra:

- ¢do a; dhe b; éshté njé piké mbi diagonalen né kuadrantin e paré¢ dhe

- ¢do piké mund té paragqitet disa heré né secilin diagram.

Pér ¢do piké v = (x,y) € R? le té shénojmé v = ((z +y)/2, (x + y)/2) € R
U pérfagéson pikén né diagonalen D = {(z, 2) | z € R} q& éshté mé afér v né metrikén d,
( gjithashtu dhe né€ metrikén ds).

Njé pérputhje parciale ndérmjet A dhe B éshté pasqyrimi bijektiv ¢ : A" — B, ku
A C Adhe B' C B.

Sérish, njé piké mund t€ paraqitet né A’ ose B’ disa heré, por jo mé shumé heré se sa
paraqitet né A ose B pérkatésisht.

Distanca e pérputhjes  pércaktohet si:

du(p) = max{fg% doo (v, (v)), max, doo (v, ), max, doo(v,)}.

Rikujtojmé se distanca d., ndérmjet dy pikave né rrafsh €shté:

doo (71, 91), (22,92)) = max{|z; — 22|, [y1 — 12|}

Le té shénojmé me p (A, B) koleksionin e té gjitha pérputhjeve parciale ndermjet .4 dhe B.

Pérkufizim 7.3.1. Distanca bottleneck ndérmjet diagrameve té persistencés A dhe B éshté

distanca minimale e pérputhjes ndérmjet tyre, pra:

dp(A, B) = ,cmin du ()

e / e .AR”/. S
I ] ]

Figura 7.6: Shembuj t€ pérputhjeve parciale ndérmjet diagrameve té persistencés sé
bashkésive t€ pikave me ngjyra t€ kuge dhe kaltér.

Shembuj t€ pérputhjeve parciale jané dhéné né€ figurén 7.6. Pikat g€ mbeten té

papérputhura lidhen me pikén mé té afért n€ diagonale. Pérputhja me distancén mé t€ vogél
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t€ pérputhjes éshté e dyta nga e majta. Distanca d..(a, b) ndérmjet pikave a dhe b mund té
interpretohet si gjysma e brinjéve té nj€ katrori me gendér né a dhe me b né kufirin e tij. Nga
té gjitha pérputhjet, diagrami i mesém &shté ai q€ jep katrorin maksimal mé t€ vogél, shih

figurén 7.7. Prandaj, distanca bottleneck dp qé rezulton, merret pikérisht nga ky diagram.

L
L |
L J

Figura 7.7: Distancat ndérmjet ¢ifteve t€ pérputhura paraqiten pérmes katroréve qé lindin si
rruzuj t€ metrikés d.,. Diagrami me katrorin maksimal mé t€ vogél nga té gjitha pérputhjet
€shté ai 1 mesit.

Tani duhet t€ jet€ e qart€ pse &sht€ gjeometrikisht e pérshtatshme g€ pikat né
diagonale (n€ diagramin e persistencés) t€ konsiderohen si pérfagé€suese t€ modulit trivial
té persistencés.

Né ményré intuitive, njé modul trivial i persistencés &shté ai ku nuk ka informacion
domethénés, pra gjithgka g€ shfaget “zhduket menjéheré” ose nuk krijon homologji
domethénése.

Pra, kur kemi njé€ piké n€ diagram né diagonale, ku koordinatat pér lindjen dhe vdekjen
jang té barabarta, p.sh. (b,b), ajo pérfag€son njé t& dhéné qé ka jetégjatési zero. Pér kété
arsye, pavarésisht se cilén piké né diagonale e zgjedhim, t& gjitha pérfaqésojné t€ njéjtin
modul trivial.

Njé 1€shim i kétij interpretimi €shté se ¢do dy pika né diagonale pérfaqésojné té njéjtén
gjé, pra nuk kané ndonjé ndryshim thelbésor mes tyre. Né& njéfaré ményre, e gjithé
diagonalja mund t€ shihet si njé “piké e vetme” ose njé objekt i vetém trivial g€ i bashkon

t& gjitha.

Shembull 7.3.2. Le té€ jeté A diagrami i persistencés i paraqitur nga katér pika me ngjyré té
kaltér né figurén 7.8. Nése njé diagram tjetér i persistencés 3 plotéson kushtin dg (A, B) <

g, at€heré B duhet té pérmbajé pikat ¢ méposhtme:
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- Pér secilén piké me ngjyré té kaltér né A, ekziston njé piké e caktuar me ngjyré té
kuge né€ B, brenda katrorit gri € pé€rfagéson rruzullin me rreze ¢ né distancén d..
NEé rastet kur disa nga kéta katroré priten mes vete, n€ zonén e pérbashkét mund té
ndodhen mé shumé pika té kuge nga B. Megjithaté, n€ nj€ pérputhje optimale, secila
piké e kaltér lidhet me vetém njé nga kéto pika té€ kuge (edhe nése ka mé shumé se
njé brenda katrorit pérkatés). Kjo siguron qé ¢cdo piké e kaltér t€ p€rputhet me njé
piké sa m¢ afér, brenda distancés s€ lejuar €. N¢€ disa raste, pérputhja optimale mund

té pérfshijé edhe njé piké né€ diagonale.

- Pikat e tjera n€ B mund t€ jené né€ shiritin gri pérgjaté diagonales, i cili pérfagéson
e-rrethinén e diagramit té persistencés triviale. Ngjashém katrorét q€ priten me kété

shirit mund t€ pérmbajn€ mé shumé pika.

Figura 7.8: e-rrethinat e diagramit q€ pérbéhet nga pikat me ngjyré t€ kaltér.

Tani do t€ japim nj€ shpjegim g€ na jep distancén bottleneck duke pércaktuar distancén
e ndérthurjes mes ¢ifteve t€ moduleve té intervaleve.
Rasti 1: Distanca ndérmjet njé moduli intervali dhe modulit té persistencés zero. Situata
paraqitet né figurén 7.9. Pér 0 < p < ¢ le t€ diskutojmé ndérthurjen e modulit t€ intervalit
F, . (pjesa e theksuar e figurave) dhe modulit persistent triviale (pjesa gri né pjesén e
poshtme).

p q p q

| 7

(a) (b)

Figura 7.9: (a) Moduli i intervalit F, ; me modulin trivial nuk jan€ e-ndérthurur nése ¢ <
(¢g—p)/2; (b) Moduli i intervalit F}, , me modulin trivial jané e-ndérthurur nése ¢ > (¢—p)/2.
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- Nése parametri i ndérthurjes éshté ¢ < (¢ —p)/2, komozimi i pasqyrimeve diagonale
(shigjetat me ngjyré t&€ kuqe) éshté pasqyrimi trivial, pasi kalon pérmes hapésirés
triviale t€ vektoréve. Por duhet té ishte identitet mbi [F sipas kushteve t& ndérthurjes.

Pra kemi kontradiksion, késhtu qé parametri i ndérthurjes duhet té jeté t€ paktén (¢ —

p)/2.

- Pére = (¢—p)/2 kompozimi i pasqyrimeve diagonale e rrit parametrin e shkallés me
g — p dhe ¢do pasqyrim i F), , éshté triviale. Pra ekziston njé e-ndérthurje qé pérmban

pasqyrime triviale, si¢ tregohet né pjesén e dyté té figurés 7.9.

Andaj kemi se distanca e ndérthurjes éshté ¢ = (¢ — p)/2.
Rasti 2: Rasti i pérgjithshém. Nga rasti 1 konkludojmé se pér 0 < p’ < ¢’ vlen: Nése F,,
éshté e-ndérthurur me F, , pére < (p — q)/2 atéheré [p',q') O [p + ¢,q — ¢) dhe nga
simetria [p, q) D [p’ + ¢,¢' — €). Shih figurén 7.10. Kéto kushte jané t€ mjaftueshme.

Figura 7.10: e-ndérthurur nénkupton qé pjesa portokalli €shté jotriviale, pasi pasqyrimet e
ndérthurura jané né€ zonén blu.

Pér vlerén minimale té ¢ pér té cilén kéto dy kushte vlejné marrim njé e-ndérthurje duke
pasqyruar gjeneratorin e caktuar t€ F), , né gjeneratorin € F,y » sa heré q€ éshté e mundur,
ndérsa pasqyrimet e tjera jané triviale, shih figurén 7.12. Nga figura 7.11 kemi qé€ vlera e

e-s& né kété rast éshté ¢ = max{|p — q|, |p’ — ¢'|}-

p q p q

oy
7 N
7 N
’ N
’ N
3

Figura 7.11: Kushti i figurés 7.10 pércakton dy forma. Distanca e ndérthurur éshté parametri
¢ mé 1 madh qé& kéto forma induktojné.

Figura 7.12: ¢ = max{|p — ¢/, |p — ¢'|}
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Pérfundojmé se F), , dhe F), , jané max{|p — ¢/, |p’ — ¢| }-ndérthurura. Megjithaté nga
rasti 1 kemi qé F}, , dhe F), , jané gjithashtu max {(p — q)/2, (p' — ¢')/2}-ndérthurura nga

pasqyrimeve triviale. Prandaj, distanca e ndérthurur mes £}, , dhe F}, , €shté:

_ /)
min { gl ' o} max { 251 A

Tani interpretojmé két€ distancé né€ kontekstin e diagrameve té€ persistencés qé

pérfagésojn€ module intervalore. S€ pari, vérejmé se:

p—q p+q ptgq
5 —doo<(p,q),(—2 Ty ))

&éshté distanca d, mes p, dhe diagonales A.

Rasti 1: Distanca e ndérthurur mes £}, ; dhe modulit t€ persistencés zero realizohet duke
pérputhur pikén (p, ¢) me pikén mé té afért né diagonale dhe duke llogaritur distancén d,
shih figurén 7.13 (a)

Rasti 2: Distanca mes F, , dhe [y , éshté mé e vogla nga té dyja rastet:

1. Ose max{|p — q|, |p' — €|} = dso((p,q), (P, q')), q¢ &shté distanca d., mes pikave,
shih figurén 7.13 (b).

2. Ose max{(p — q)/2,(p' — ¢')/2}, ku secila piké pérputhet me pikén mé t& afért né

diagonale A dhe merret maksimumi d, shih figurén 7.13 (c)

e

(@) (b) (©)

Figura 7.13: (a) Pérputhja e pikés né diagonale A. (b) Pérputhja e dy pikave. (c) Pérputhja
e dy pikave né A.

Teoremé 7.3.3 (Teorema e [zometrisé). Distanca e ndérthurur mes moduleve té persistencés
éshté e barabarté me distancén e bottleneck mes diagrameve pérkatése té moduleve té

persistences.

Tani do t€ japim njé version t€ teoremés s¢ stabilitetit, ky version kombinon disa versione

té ndryshme t€ teoremés g€ mund té€ gjenden né literatura t€ ndryshme.

131



Teoremé 7.3.4 (Teorema e Stabilitetit). Supozojmé se diagramet e persistencés A dhe
B pérfagésojné homologjiné persistente té filtrimeve V dhe W té fituara me njé nga

procedurat:

1. Si filtrime nénniveleve té funksioneve té filtrimit f dhe g qé plotésojné kushtin || f —
9lleo < &, shih Pohimin 7.1.4.

2. Si filtrime Rips té hapésirave metrike X dhe Y qé plotésojné kushtin dgy(X,Y) <
/2, shih pikén 1 té Pohimit 7.2.7.

3. Sifiltrime e Cehut té hapésirave metrike X dheY qé plotésojné kushtin dg(X,Y) <
g, shih pikén 2 té Pohimit 7.2.7.

Atéheré, dg(A, B) < ¢

Skema né vazhdim paraqet ményrén e vértetimit té€ teoremés s€ stabilitetit.

e-ndérthurja e filtrimeve
<
L V dhe W } {dB(A’B)—E}

Wﬁ)rialiteti /
Teorema e izometrisé

e-ndérthurja e

{Funksi onet ¢ ﬁltrimit} moduleve té per51stences

/ \

Filtrimi RlpS Filtrimi i Cehut

7.4 Interpretimi dhe aplikimi

Kur kemi njé formé gjeometrike (p.sh. njé shuméfaqésh té mbyllur) mund té ndértojmé
njé point cloud g€ e pérafrojn at€. Nése bashkésia éshté mjaftueshém e afért me formén
origjinale (né kuptimin e distancés s¢ Gromov-Hausdorff-it) komplekset Rips ose t& Cehut t&
ndértuara nga kjo bashkési pikash do té jené n€ ekuivalenc€ homotopie me formén fillestare.
Kjo do té thoté se homologjia persistente e kétyre komplekseve, vecanérisht né shkallé t&
vogla zbulon homologjin€ e formés origjinale. P&r mé tepér diagramet e persistencés t&
bashkésisé sé pikave qé pérafrojné formén do té konvergjojné drejt diagramit té persistencés

té formés gjeometrike.
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T¢ dhénat si Kompleksi
point cloud i filtrimit

Diagrami
1 persistencés

Interpretimi i
strukturés sé
té€ dhénave

Figura 7.14: Rrjedha e analizés né homologjin persistente.

Diagrami né figurén 7.14 paraqget hapat e analizés pérmes homologjisé persistente, njé
metodé qé na ndihmon t€ kuptojmé strukturén topologjike té t€ dhénave. Fillimisht, t&
dhénat pérfagésohen si njé bashkési pikash, e cila mé pas shndérrohet né€ njé kompleks té
filtruar q€ kap ményrén se si pikat lidhen mes vete né shkallé t€ ndryshme. Kéta komplekse
analizohen pér t€ ndjekur lindjen dhe zhdukjen e vegorive topologjike né filtrim dhe nga kjo
analiz€ ndértohet diagrami 1 persistencés. Ky diagram mé pas interpretohet pér t€ zbuluar
struktura domethénése né t€ dhéna. Kjo na mundéson t€ kuptojmé mé miré formén e té
dhénave.

Vecorité qé rrjedhin nga diagrami i persistencés, si jetégjatésia e komponenteve té
lidhshméris€, vrimave ose zgavrave, numrat persistenté t€ Betti-it mund té shndérrohen
né vektoré numeriké. Kéta vektoré pérdoren mé pas si karakteristika hyrése né algoritmet
e machine learning. Né& kété ményré€, struktura topologjike e t€ dhénave pérkthehet né
forma g€ mund té p&rpunohen nga kompjuteri. Kéto karakteristika ndimojné né€ zgjidhjen
e problemeve si klasifikimi, grupimi ose parashikimi, duke e béré homologjiné persistente
mjet ky¢ pér ndértimin e modeleve, sidomos kur forma dhe lidhjet n€ t€ dhéna kané réndési
thelbésore.

Né homologjiné persistente, pikat g€ ndodhen mé larg diagonales kryesore né diagramin
e persistencés pérfaqésojné vegori me persistencé mé té larté, pra vegori g€ mbijetojné né
njé€ interval mé t€ gjaté gjaté procesit té filtrimit. Kéto vecori jané mé té€ qéndrueshme dhe
mé pak té ndjeshme ndaj zhurmés apo ndryshimeve t€ vogla né€ t&€ dhéna. Pér kété arsye,
ato konsiderohen mé t& réndésishme, pasi pasqyrojné strukturat thelbésore t& t€ dhénave.
Identifikimi i kétyre vecorive na ndihmon t€ dallojmé mé qarté modelin e vérteté nga zhurma

né té dhéna.

Shembull 7.4.1. N& figurén 7.15 jané paraqitur katér pérafrime té nj€ rrethi dhe pér secilin
prej tyre &shté ndértuar diagrami i persistencés duke pérdorur filtrimin Rips. Teorema e
stabilitetit na siguron g€ kéto diagrame do té jené té péraférta me njéra-tjetrén, pavarésisht

ndryshimeve t€ vogla n€ shpérndarjen e pikave.
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Diagrami i Persistencés

Té dhénat [Ho| = 200, |H,| = 24
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Figura 7.15: Katér pérafrime t€ rrethit dhe diagramet pérkatése té persistencés.

Nga diagramet e persistencés mund t€ vérejmé se:
- Né secilin diagram shfaqet njé piké e formés (0, d) ku d ndryshon nga njé rast né tjetrin
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(1.75, 1.7, 1.5, 1.4). Kjo piké pérfagéson shiritin (0, oc) pra komponentin kryesor
té lidhshméris€. Pra t€ gjitha pikat pérfundimisht bashkohen né njé komponent té

vetém.

- Vegoria topologjike mé e réndésishme €shté njé piké me persistente t& lart€ qé vdes
rreth vlerés 1.5, n€ t€ gjitha pérafrimet. Kjo pérfagéson vrimén njé-dimensionale té
rrethit S*. Kjo piké lind kur formohet njé cikél dhe “vdes” kur ky cikél mbushet
nga trekéndéshat né kompleksin Rips. Koha e shfagjes s€ késaj vrime varet nga
shpérndarja e pikave dhe ményra se si lidhen né kompleksin Rips. Kur pikat jané
mé té baraspeshuara, ky cikél shfaget mé herét. Koha e vdekjes (rreth 1.5) tregon

shkallén né t€ cilén trekéndéshat e mbyllin plotésisht vrimén.

- Pikat e tjera n€ diagram kang jetégjatési t&€ shkurtér dhe vijné si pasojé€ e diskretizimit
té rrethit. Ato nuk kané domethénie topologjike dhe jané si pasojé e zhurmave né té
dhéna.

Shembull 7.4.2. Do té shqyrtojmé se si zhurma ndikon né strukturén e njé torusi, duke

pérdorur diagramet e persistencés dhe distancén bottleneck.

3D Terusi

= Te dhenat pa zhurme
Te dhenat me zhurme

Figura 7.16: Bashkésia e pikave té torusit ideal dhe atij me zhurmé.

Gjenerojmé dy grupe té dhénash, nj€ torus ideal dhe njé tjetér me zhurmé. Bashkésia
e pikave g€ éshté pérdorur pér kéto pérafrime té torusit éshté relativish e vogél 100 pika.
Torusi ideal paragqitet si njé grup pikash té rregullta n€ hapé&sirén tridimensionale, ndérsa ai

me zhurmé pérmban devijime té rast€sishme. N& figurén 7.16 jané paraqitur kéto bashkési
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pikash, ku me ngjyré té kaltér éshté dhéné bashkésia e pikave té torusit ideal ndérsa me
portokalli bashkésia e pikave t€ torusit me zhurmé.

Pér t€ analizuar strukturén e tyre ndértojmé komplekset e Ripsit, € mé pas njehsojmé
diagramet e persistencés pér t€ dyja grupet, shih figurén 7.17. Shohim se distanca bottleneck
mes dy diagrameve éshté 0.1776. Kjo vleré €shté e ulét pra edhe pse zhurma ndikon ajo nuk
e shkatérron plotésisht strukturén origjinale.

Bottleneck distance = 0.1776
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Figura 7.17: Diagrami i persistencés s¢ dy bashkésive té pikave si dhe distanca bottleneck
mes tyre.

Diagrami 1 persistencés pér torusin ideal tregon njé strukturé té€ qéndrueshme
topologjike: njé komponent té lidhshmérisé né H, qé mbetet gjaté gjithé filtrimit, dy cikle
né H, qé korrespondojné me dy pérfituesit e torusit dhe njé vrimé€ dy-dimensionale né H,

qé€ pérfagéson sipérfagen e mbyllur t€ torusit.

Diagrami i Persistences se Torusit (me zhurme)
[Ho[=100, |H1|=30, |H2|=9

2.04 "'{

154 4

Death
=
o
|
L1 __ ]
\
N
-
~

0.5 4 _—
.
e ¢ Hy
s
. H1
0.0 4 o Ha
,
T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 7.18: Diagrami i persistencés s€ bashkésisé sé pikave me zhurmé té torusit.
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NEé rastin e torusit me zhurmeé shfagen mé shumé komponenté té lidhshmérisé né H, dhe
disa cikle shtesé né€ H, qé lindin dhe zhduken shpejt pér shkak t&€ efekteve t€ zhurmés né té
dhéna. Megjithaté, struktura kryesore e torusit mbetet e dallueshme. Shih figurén 7.18.

Zhurma mund té ndikojé né strukturén topologjike té& t€ dhénave duke futur elemente té

pérkohshme por pa ndryshuar formén e t€ dhénave.
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Kapitulli 8
Autizmi pérmes homologjis€ persistente

Autizmi €shté njé ¢rregullim 1 zhvillimit t€ trurit g€ ndikon né ményrén si njé person
komunikon, ndérvepron dhe e percepton botén pérreth. N& vitet e fundit numri i rasteve me
autizém é&shté rritur ndjeshém dhe kjo ka ndikuar jo vetém né jetén e individéve té prekur,
por edhe né familjet e tyre. Andaj studimi i autizmit éshté béré shumé i rénd€sishém.

Kur analizojmé té dhéna té trurit, éshté me réndési t€ zgjedhim njé ményré pér t‘i
pérfagésuar kéto t€ dhéna né ményré qé t€ ruajmé informacionin thelbésor, por edhe ta
thjeshtojmé strukturén pér analiz€ mé t€ lehté dhe t€ sakté. Analiza topologjike e t€ dhénave
€shté njé metod€ e re matematikore g€ ndihmon né zbulimin e formés dhe strukturés sé
brendshme té t€ dhénave komplekse. Njé nga teknikat mé t€ rénd€sishme né Analizén
Topologjike t€ t&€ Dhénave éshté homologjia persistente, e cila na ndihmon t€ shohim se
si strukturat topologjike né té dhéna shfagen dhe zhduken.

Kapitulli 1 fundit 1 késaj teze do té fokusohet né pérdorimin konkret t€ homologjisé
persistente pér té€ analizuar rrjetat e trurit tek individét me autizém. Tradicionalisht, pér
analiza t€ tilla €sht€ pérdorur teoria e grafeve, e cila tregon lidhjet mes pjeséve t€ ndryshme
té trurit. Megjithaté kjo qasje ka kufizime kur duam t€ kuptojmé strukturat mé té thella, si
vrimat ose format e brendshme qé mund t€ jené té pranishme né t€ dhéna.

Homologjia persistente ofron pérparési t€ médha né kété drejtim, ajo na lejon té
zbulojmé struktura t& fshehura né t€ dhéna dhe t€ identifikojmé dallime domethénése mes
rrjetave té trurit t€ personave me autiz€ém dhe atyre neurotipiké.

Homologjia persistente &shté njé metodé q€¢ mundéson t€ béjmé analizé t€ t& dhénave
né€ shkallé t&€ ndryshme filtrimi, duke shfaqur dallimet mes strukturave té réndésishme dhe
zhurmave. Pasi analiza kryhet né disa nivele, mund t€ identifikojmé nése disa lidhje apo
forma shfagen vetém pér njé interval t& shkurtér parametrash dhe zhduken shpejt, gjé qé

tregon se ato jané t€ ndikuara nga zhurma apo gabimet n€ t€ dhéna. Ndérsa strukturat qé€
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vazhdojné t€ ekzistojné n€ njé gamé mé t& gjeré filtrimi konsiderohen t€ qéndrueshme dhe
pérfaqésojné tipare mé& domethénése.

Kéto karakteristika mund té pérdoren pér ndértimin e algoritmeve t€ machine learning,
té cilét mund té trajnohen pér t€ identifikuar individét me autizém, bazuar né strukturat
topologjike t& rrjetit té trurit. Kjo degé hap rrugé pér zhvillimin e modeleve diagnostikuese,

té cilat do t€ mund t€ ndihmojné n€ zbulimin sa mé t€ hershém té autizmit.

Pérmbajtja e kétij kapitulli bazohet né punimet e Ch.Giusti et al. [7], R.Craddock et al.
[3], E.Centeno et al. [1] dhe Ch.Tralie et al. [18]. Pér mé tepér, jané€ pérdorur burime té
hapura t€ kodit n€ platformén GitHub, pérfshiré punimet e N.Saul et al. [16] dhe B.Michel
etal. [13].

8.1 Metodologjia

Pérpara se t€ kalojmé né€ pérshkrimin e mjeteve dhe ményrés sesi ato jané pérdorur,
fillimisht paragesim dy raste té thjeshta, t€ cilat ndihmojné pér té kuptuar mé qarté pse kéto
teknika jan€ vecanérisht té€ pérshtatshme pér studimin e sistemeve neurale si rrjedhim dhe
pér shqyrtimin e ¢rregullimeve si autizmi.

Konsiderojmé njé sistem shumé té thjesht me tri rajone té trurit, t€ cilat shfaqin
korrelacion té forté mes ¢do dy rajoneve. NE€ njé rast, ky korrelacion mund té vijé si
pasojé e njé procesi ciklik, ku aktivizimi kalon n€ ményré t€ pérséritur nga njé rajon né
tjetrin. Né& njé rast tjetér, aktivizimi ndodh njékohésisht né té tria rajonet gjaté njé detyre
té pérbashkét. Ndérsa né té dyja rastet do té regjistrohet e njéjta matricé korrelacioni,
strukturat qé qéndrojné pas kétyre sjelljeve jané t€ ndryshme. Modelet tradicionale, té
cilat pérgendrohen né€ marrédhéniet dyshe, nuk jané t€ mjaftueshme pér t€ dalluar kété
ndryshim. Prandaj, komplekset e simplekseve jané mé t€ pérshtatshme pér analizén e t&
dhénave neurale, pasi ato pérfshijné edhe bashkéveprimet mes grupeve mé t&€ médha se dy
njési dhe mundésojné nj€ pérshkrim mé t€ pasur t€ strukturés.

Kur kalojmé né njé sistem me gindra njési neurale, aktiviteti zakonisht matet né formén
e njé matrice korrelacioni. Praktika mé e zakonshme éshté vendosja e njé pragu: lidhjet
me vleré mbi prag pérfshihen né analiz€, ndérsa té tjerat hidhen poshté. Kjo sjell kufizime,
pasi zgjedhja e pragut €shté arbitrare dhe mund té fsheh fenomene t€ réndésishme t€ rrjetit,
vecanérisht né raste kur sistemet jané té ndérlikuara.

Njé€ qasje mé gjithépérfshirése &shté pérdorimi i filtrimeve, té cilat pérfshijné té gjitha

vlerat e mundshme té pragut dhe regjistrojné ndryshimet strukturore q€ ndodhin gjaté kétij
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procesi. N& kété ményré, ruhet informacioni i1 ploté, ndérsa analizohet sesi ndryshon
struktura né€ varési t€ pragut. Mg tej, kéto filtrime pérfagésohen pérmes funksioneve qé
matin karakteristika t& ndryshme té strukturés né funksion té pragut, ku ndryshimet e
papritura mund t€ shénojné fenomene té réndésishme né aktivitetin neural.

Homologjia persistente paraget njé analiz€ t€ sakté strukturés s€ rrjeteve neurale.
Ajo ndjek ményrén sesi formohen dhe zhduken komponentét e lidhshmérisé, ciklet dhe
vrimat gjaté filtrimit, duke regjistruar pér secilén strukturé momentin e shfaqgjes dhe té
zhdukjes sé saj. Jetégjatésia e kétyre elemneteve topolologjike interpretohet si njé tregues i
géndrueshméris€ sé saj né€ sistemin nervor. Kjo e bén homologjiné persistente vecanérisht
té pérshtatshme pér té kapur vegorité topologjike.

Do té analizojmé nése ekzistojné ndryshime statistikisht signifikante né€ strukturat
topologjike té t€ dhénave té trurit mes dy grupeve t€ individéve me ¢rregullim t€ spektrit t&
autizmit (grupi autik) dhe individéve neurotipiké (grupi kontroll). T€ dhénat jané marré nga
baza e t€ dhénave ABIDE ( Autism Brain Imaging Data Exchange) duke pérdorur pipeline-
in cpac dhe ndarjen funksionale té trurit rois_cc200.

Kjo ndarje funksionale e ndan trurin né 200 regjione interesi (Regions of Interest — ROI)
té cilat pérfaqésojné zona t€ ndryshme té trurit t€ identifikuara né bazé t€ ngjashmérisé
sé aktivitetit t€ tyre funksional gjaté skanimit. Secila nga kéto zona shogérohet me njé
seri kohore g€ reflekton aktivitetin e saj gjaté skanimit t€ rezonanc€s magnetike f-MRI
(functional Magnetic Resonance Imaging).

Fokusohemi te regjionet e interesit té trurit, t€ cilat jan€ pjesé specifike t& trurit qé
lidhen me funksione té réndésishme, si komunikimi, ndjeshméria sociale, pérpunimi 1
informacionit dhe emocionet, funksione qé shpesh ndryshojné tek individét me autizém.
Pra pérzgjedhja e ROI-ve &éshté béré pikérisht, sepse kéto zona kané mé shumé gjasa t&é
tregojné ndryshime mes grupeve.

Pér té siguruar cilésiné né t€ dhéna, jané pérjashtuar individét g€ kané pasur l1€vizje t&
konsiderueshme t€ kokés gjaté skanimit, pasi 1€vizjet mund t€ shtrembérojné informacionin.
Pas pérpunimit dhe filtrimit t€ t€ dhénave, né analiz€ jané pérfshiré gjithsej 97 individé t&
moshave 6 — 10 vjeg, prej t€ ciléve 42 jané autiké dhe 55 jané neurotipiké.

Pér ndértimin e rrjetit t€ trurit pér secilin individ, nyjat pérfaqésojné regjionet e interesit,
ndérsa lidhjet ndérmjet tyre pércaktohen pérmes koeficienteve té korrelacionit mes serive
kohore t€ kétyre regjioneve. Ky rrjet mé pas shérben si baza e analiz€s toné topologjike.

Edhe pse zakonisht komplekset Rips ndértohen mbi njé point cloud, né rastin toné té
dhénat fillestare jané rrjete q€ vijné nga matricat e korrelacionit ndérmjet regjioneve té

trurit. Kéto nuk jané pika klasike né hapésiré, prandaj kemi pérdorur njé ményré tjetér
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pér t€ ndértuar komplekset Rips.
Pér ta béré kété, s€ pari kemi transformuar vlerat e korrelacionit né distanca pérmes

formulés:

Kjo do té thoté q€ dy regjione q¢ kané korrelacion té larté (pra shfaqin modele t€ ngjashme
té aktivitetit funksional gjaté skanimit) do t€ kené distancé t€ vogél, dhe anasjelltas.

Pasi kemi ndértuar matricén e distancave né két€ ményré€, do ta pérdorim até si bazé pér
té ndértuar komplekset Vietoris-Rips, t€ cilat na lejojné t€ analizojmé strukturén topologjike

té rrjetit me ané t€ homologjis€ persistente.

Qéllimi yné €shté t€ pérdorim homologjiné persistente pér té analizuar dhe krahasuar
strukturén e rrjeteve nervore né€ kéto zona té trurit, pér t€ paré nése ekzistojné dallime t&é

réndésishme € mund t€ ndihmojné né kuptimin mé té thellé€ t€ autizmit.

8.2 Analiza topologjike

Pér t€ krijuar nj€ pasqyré fillestare mbi t&€ dhénat qé do té analizohen, do té vizualizojmé
diagramet e persistenc€s dhe barkodet pér nga njé€ individ t&€ zgjedhur rastésisht nga secili
grup: njé nga grupi me ¢rregullim t€ spektrit autik dhe njé nga grupi neurotipik. Kéto
vizualizime japin nj€ ide t€ diagrameve té persitencés t€ dy grupeve dhe jané paraqitur né
figurén 8.1.

Né dimensionin 0, kemi H q€ pérfagéson numrin e komponentéve té lidhshméris¢, nuk
vérejmé ndryshime t€ theksuara mes grupeve. Mirépo né dimensionin H;, qé pasqyron
ekzistencén e cikleve, vérehen disa ndryshime vizuale né€ strukturén topologjike mes
individéve t€ dyja grupeve.

Pér t& krahasuar diagramet e persistencés pér ¢do individ, do t€ pérdorim distancén
Wasserstein, q€ mat largésiné mes dy diagrameve té persistencés duke llogaritur distancén
minimale qé duhet pér t& zhvendosur pikat e njérit diagram né tjetrin. Né& rastin e distancés

Wasserstein t€ rendit t€ paré p = 1, kemi se pérkufizohet si:

Wi(Dy, Do) = _inf )Z 12 =yl

~el'(D1,D2
(zy)evy

ku I'(Dq, Ds) éshté bashkésia e té gjitha pérputhjeve t€ mundshme mes pikave té dy
diagrameve, duke pérfshiré edhe projeksionin né€ diagonale.
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ASD (Sample 16) - Diagram ASD (Sample 16) - Barcode
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(a) Diagrami i persistencés dhe barkodi pér nj€ individ nga grupi autik.
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(b) Diagrami i persistencés dhe barkodi pér njé individ nga grupi kontroll.

Figura 8.1: Vizualizimet e homologjisé persistente pér njé individ nga secili grup: (a) grupi
autik dhe (b) grupi kontroll.

Distanca Wasserstein do t&€ pérdoret né vend t€ distancés bottleneck, pasi ajo merr né

konsideraté t&€ gjitha pikat né diagram, dhe jo vetém pikén me ndryshimin maksimal. Kjo

e bén até mé t€ ndjeshme ndaj ndryshimeve t€ shpérndara né strukturén e té dhénave, si¢

€shté rasti n€ t& dhénat reale té trurit. Fillimisht, do t€ llogarisim distancat Wasserstein mes

diagrameve té persistencés né kéto tri raste: distancat brenda grupit autik (grupi autik —

grupi autik), distancat brenda grupit kontroll (grupi kontroll — grupi kontroll) dhe distancat

mes grupeve té€ ndryshme (grupi autik — grupi kontroll).

ME pas pér t€ vlerésuar né€se distancat mes grupeve jané ndjeshém mé t€ médha sesa ato

brenda secilit grup, do t& pérdorim testin Mann—Whitney U.
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Hipotezat e testit jané:

Hy: Nuk ka dallim domethénés né shpérndarjen e distancave; shpérndarja e distancave

mes grupeve éshté e ngjashme me até€ brenda grupeve.

H,: Distancat mes grupeve (grupi autik — grupi kontroll) jané dukshém mé t&€ médha sesa

ato brenda grupeve (grupi autik — grupi autik dhe grupi kontroll —grupi kontroll).

N¢ dimensionin zero kemi H,, dhe p— vlera ésht€ p = 0.066683, e cila nuk &shté
statistikisht domethénése, prandaj nuk kemi arsye pér t€ refuzuar hipotezén zero né kété
rast. N&é dimensionin njé kemi H;, p— vlera éshté p = 0.037475, q€ sugjeron njé dallim
statistikisht t& réndésishém né strukturat topologjike mes dy grupeve. Kjo nénkupton se
ekziston njé ndryshim né ményrén se si formohen ciklet né rrjetet funksionale t& trurit
ndérmjet individéve me autizém dhe atyre neurotipiké.

Pas rezultateve t€ analiz€s s€ distancave Wasserstein, ku u vérejt njé dallim domethénés
né dimensionin 1, kalojmé né njé analiz€ mé té detajuar duke shqyrtuar lakoret e Bett-it.
Kéto lakore tregojné se si ndryshon numri i strukturave topologjike gjaté filtrimit, pra si
ndryshon numri i komponentéve t€ lidhshméris€ dhe cikleve pér shkallé t& ndryshme t&
filtrimit. Zona nén kéto lakore jané pérdorur pér té zbuluar strukturén gjeometrike té té
dhénat neuronale, si¢ tregohet edhe né punimin e Ch.Giusti et al. [&].

Pér t€ dyja grupet (grupi autik dhe grupi kontroll) né€ t€ dyja dimensionet (0 dhe 1),
jané vizualizuar kéto lakore pér ¢do individ, si dhe mesatarja pér secilin grup. Né figurén
8.2 kemi se né nénfigurat (1) dhe (2) paraqgiten lakoret e Bett-itt pér dimensionin 0 dhe 1,
bashké me mesataret e tyre pér secilin grup. Nénfigurat (3) dhe (4) tregojné lakoret pér
grupin kontroll dhe pér grupit autik pérkatésisht n€ dimensionin 0. Nénfigurat (5) dhe (6)
tregojné t€ njéjtén gj€ pér dimensionin 1. Grupi autike €shté paraqitur me ngjyré t€ kuqe
dhe grupi kontroll me ngjyré t& kaltér.

Pér té kuptuar nése ka dallime t€ rénd€sishme ndérmjet grupeve né€ kontekstin e kétyre
lakoreve, pér secilin individ llogaritim sipérfagen nén lakoren e Bett-it (AUC - Area Under
the Curve). Pér t€ krahasuar kéto vlera ndérmjet dy grupeve, do t€ p&€rdorim prapé testin
Mann—Whitney U.

Hipotezat e testit jané:

Hy: Sipérfaget nén lakoret e Bett-it jané té ngjashme pér grupin autik dhe pér grupi

kontroll, pra nuk ka dallim mes grupeve.

H;: Ekziston nj€ dallim domethénés ndérmjet sipérfageve nén lakoret e Bett-it pér grupin

autik dhe pér grupin kontroll.
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Figure 1: All Betti 0 Curves (ASD + Control) Figure 2: All Betti 1 Curves (ASD + Control)
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Figura 8.2: Lakoret e Bett-it pér grupin kontroll dhe pér grupin autik.

Rezultatet e testit tregojné se pér dimensionin 0 kemi p = 0.137, q& nénkupton se nuk
kemi déshmi t€ mjaftueshme pér t€ refuzuar hipotezén zero, ngjashém si mé paré pér kété
dimension. Ndérsa pér dimensionin 1 kemi g€ p = 0.0025, ¢ka tregon se ka njé€ ndryshim

domethénés ndérmjet grupeve né két€ dimension.

Pér té vlerésuar réndésiné e kétij ndryshimi, llogaritet madhésia e efektit pérmes Cohen’s
d, q€ €shté d = 0.59 dhe tregon njé efekt t€ mesém - t& larte.

N¢ figurén 8.3 &shté paraqitur shpérndarja e vlerave té sipérfageve nén lakoret e Bett-it

té dimensionit 1 pér t€ dyja grupet, autik dhe neurotipik.
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Figura 8.3: Sipérfaget nén lakoret e Bett-it pér t€ dyja grupet, t&€ dhéna pérmes boxplot-it.

Si¢ shihet ekziston njé tendencé qé grupi i individéve me autizém té keté vlera mé té
larta n€ pérgjithési, duke reflektuar njé prani mé t€ madhe t€ strukturave ciklike né rrjetin e

tyre t€ trurit.

8.3 Pérfundimi - Interpretimi i rezulatetve

Nga rezultatet e analizés topologjike t€ rrjetit té trurit, arrijmé né disa pérfundime pér

ndryshimet mes individéve me autiz€m dhe atyre neurotipiké:

- Dim 0 (Komponentét e lidhshméris€) Dallimet mes grupeve jané t€ vogla, qé tregon
se struktura e lidhjeve té trurit éshté relativisht e ngjashme pér té€ dyja grupet. Kjo do
té thoté se numri 1 komponentéve t€ lidhshmérisé éshté 1 ngjashém pér individét me
autiz€ém dhe ata neurotipiké. Ky rezultat sugjeron g€ nuk ka ndryshime t€ médha né
shképutjen e rajoneve té trurit, pra ndarja e disa rajoneve nga té tjerat Eshté e ngjashme.
Megjithaté kjo nuk tregon se ményra se si kéto rajone komunikojné mes tyre €shté

gjithashtu e njé€jté dhe mund t€ keté dallime né bashkéveprimin e kétyre rajoneve.

- Dim 1 (Ciklet) K&tu dallimet jané mé t€ dukshme. Truri i individéve me autiz€m
mund té€ formojé mé shumé cikle (numrat e Bett-it mé t&€ médhenj) q€ tregon nj€ lidhje
mé t€ “ndérlikuar” ndérmjet disa rajoneve té trurit. Kjo mund t€ jeté njé mekanizém
kompensues, ku truri krijon rrugé alternative pér t&€ komunikuar mes dy rajoneve
kur lidhja direkte éshté e dobét. Pér shembull nése dy rajone A dhe B, duhet té
komunikojn€ mes tyre direkt (A — B) por lidhja direkte €shté e dobét, truri mund
té krijoj€ njé rrugé alternative C p&€rmes njé rajoni tjetér (A — C — B). Kjo mund té

shkaktoj€ nj€ komunikim t€ tepért mes disa rajoneve, duke ndikuar njé dinamikeé tjetér
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té trurit. Kjo strukturé mé e ndérlikuar mund t€ lidhet me véshtirésit€ n€ integrimin e

informacionit dhe simptomat si mbingarkesa sensoriale dhe komunikimi jooptimal.

Njé€ nga aspektet mé interesante né kété piké €sht€ mundésia pér pérdorimin e metodave
matematikore dhe topologjike né€ zhvillimin e algoritmeve té inteligjencés artificiale pér
diagnostikimin e autizmit. Duke analizuar diagramet e persistencés dhe vegorité topologjike
té rrjetit t€ trurit, mund t& krijohet njé model q€ mund té dallojé individét me autiz€ém nga
ata neurotipiké. Ky model mund t€ ofrojé njé metodé mé té shpejté dhe objektive pér
diagnostikimin e ¢rregullimeve té spektrit t€ autizmit, duke mundésuar njé diagnostikim
mé t€ shpejté.

Metodat e homologjisé€ persistente mund t€ aplikohen né studimin e ¢rregullimeve té
tjera té trurit si skizofrenia, alzheimeri e depresioni, ku ndryshimet né rrjetet e trurit jané
t€¢ mundshme. Pra hap rrugé né zhvillimin e teknologjive té reja g€ mund t€ ndihmojné né
kuptimin e trurit dhe mund t€ kontribuojn€ né krijimin e metodave diagnostikuese pér njé

gamé t€ gjeré c¢rregullimesh.
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