Abstrakti

Teorema e Gromovit &shté njé nga rezultatet mé t€ réndesishme t&é teoris€ gjeometrike t&
grupeve.

Rritja polinomiale e grupeve t€ gjeneruara né ményré t€ fundme €shté objekti kryesor i studimit
té Teoremés s€ Gromovit. VEértetimet e Teoremés s€¢ Gromovit kané mundésuar qé¢ kjo teoremé té
gjejé zbatim edhe né disiplina t€ tjera t€ matematikés, si: gjeometri diferenciale, topologji,
analiz€ funksionale etj. Gjithashtu, vértetimet e késaj teoreme krijuan ndérlidhje interesante t&
disiplinave matematikore qé€ ofruan njé€ qasje inovative dhe interesante pér matematikanét.
Mikhael Gromov, njé matematikan i njohur rus-francez, e formuloi két€ teoremé né vitet 1980-
1981. Pérmes késaj teoreme, Mikhael Gromov shpalosi lidhjen né mes t€ grupeve me rritje
polinomiale me grupet nilpotente. Pérpos Gromovit, shumé matematikané té tjeré, si: Terence
Tao(2010), Yves Benoist dhe Jean-Frangois Quint(2012-2014), Bruce Kleiner (2010) e vértetuan
két€ teoremé né forma t€ ndryshme, duke mund€suar késhtu zgjerimin e zbatueshmérisé sé

teoremeés.

Teza e masterit zhvillohet pérmes katér kapitujve si né€ vijim:

Né kapitullin e paré (I) trajtohen grupet dhe grafet. Kétu grumbullohen dhe sistematizohen
pérkufizimet dhe rezultatet e nevojshme nga teoria e grupeve dhe e grafeve. Rikujtojmé se
komutator i elementeve a, b quhet elementi [a, b] = aba1b~1. Néngrup komutator i grupit G
quhet grupi [G,G] = ([a,b] | a,b € G). Mé tutje, shqyrtohen néngrupet normale, si dhe serité
gendrore té grupeve. Seri ¢ poshtme gendrore e grupit G quhet seria e vetme zvogéluese (G;);>1

e grupit G, ku G, = G dhe G;; = [G,G; ] =([a,b] | a € G, b € G;) pérg¢do i > 1.

Né kété kapitull, me theks té vecanté, trajtohen grupet nilpotente. Grupi G quhet grup nilpotent,
nése seria e poshtme gendrore e tij éshté e fundme. Pas grupeve nilpotente pérkufizohen edhe
grafet, si dhe shqyrtohen vetité e tyre, t€ cilat do t& na nevojiten pér ndértimin e mjeteve té

pérshtatshme pér vértetimin e teoremes.



Né kapitullin e dyté (II) pérkufizohen grafet e Cayley-t dhe pérkufizohet distanca né to. Graf i
Cayley-t pér grupin G do t&€ quhet grafi I'=(V,E) kua V=G, si dhe E=
{(g,95)|g € G, s € S}. Ndérésa, distancé e elementeve g dhe h do té quhet gjatésia e rrugés mé
té shkurtér g€ 1 lidh ato dy elemente. Pas distancés, njoftohemi me konceptin e normés s¢ fjaléve.
Pér ¢do element g € G, norma e fjaléve e elemetit g qé shénohet me ||g||s quhet numri mé i

vogél n € N U {0}, pér té cilin ekziston pérfaqésimi g = 515, - S, ku s; € S. Ndryshe,
llglls = min{n € NU {0}|g = g = 515+ s, ku's; € S}.

Mg tutje, trajtohen shembuj konkreté t€ njehsimit t&€ normés s€ fjaléve, ku pérgatitet tereni pér
shqyrtimin e problemit kombinatorik t€ numérimit t€ elementeve né rruzujt njési, Bs(n) =
{g € G|llglls < n}. Ky problem kombinatorik mundéson g€ té krijojmé ideté fillestare té
konceptit té rritjes sé grupeve. Funksion i rritjes pér grupin G né€ lidhje me bashkésiné gjeneruese
S quhet funksioni y5s:N — N i dhéné me barazimin, y;s(n) = |Bs(n)|, ku Bs(n) éshté
rruzulli me gendér né elementin njési. Ky funksion i rritjes klasifikohet dhe mé pas shqyrtohen
vetité e rritjes sé€ grupeve, ku me theks té€ vecanté ndalemi te grupet me rritje polinomiale. Pér

d

grupin G themi se ka rritje polinomiale, nése y;(n) ~ n. Nése y;(n) < n%, atéheré themi se

grupi G ka rritje nén-polinomiale. Ky kapitull, gjithashtu, plotésohet edhe me shembuj konkreté.
N¢ fund t€ kétij kapitulli formulohet Teorema e Gromovit:

Teorema e Gromovit: Le t€ jet€ G grup i gjeneruar n€ ményré t€ fundme. Nése grupi G ka rritje

polinomiale, atéheré ai éshté virtualisht nilpotent.

Né kapitullin e treté (I11) jepen disa kuptime dhe rezultate nga analiza funksionale, kuptime kéto
té cilat ndihmojné né vértetimin e teoremés. Fillimisht, pérkufizohet hapésira e Hilbertit n€ lidhje
me grupin G, 1?(G) ={f:G — C| T eclf (g)1? < }. ME pas, pér elementin e bashkésisé
gjeneruese simetrike s € S, pérkufizohet funksioni (Lsf)(g) = f(s~1g), pér ¢do g € G, té cilin
e quajmé zhvendosje e majt€. Gjithashtu, trajtohen vetit€ e zhvendosjes s€ majté, si dhe
pérkufizohet operatori Laplas. Operator 1 Laplasit n€ lidhje me bashkésin€é S quhet operatori

Ag: 1?(G) - 12(G) i dhéné me barazimin:

AS:I_MS



Me fjalé té tjera, pér ¢do f € [2(G) dhe pérg¢do g € G vlen:

1
(s)9) = 1(9) =157 ). F(99),

Ky operator €shté jashtézakonisht i réndésishém, sepse pérmes tij pérkufizohet njé klasé tejet e
réndésishme e funksioneve, funksionet harmonike. Funksionin f € [2(G) do ta quajmé funksion
harmonik né lidhje me bashkésiné gjeneruese simetrike S, nése As(f) = 0.

Tutje, do t€ pérkufizohet hapésira e funksioneve Lip-harmonike me rritje polinomiale, me rend

jo mé t&€ madh se k,
Hi(G) ={f:G >R | f harmonik, Lipschitz dhe 3C > 0 = |f(g)| < C(1 + llgll)* (Vg € G)}.

ku funksionet Lipshcitz do t€ quhen ato funksione, pér té cilat ekziston konstanta reale € > 0

ashtu gé:
1f(9) - f(gs)l < C.
Ky kapitull pérmbyllet me teoremén e Kleiner-it, me vértetimin se:
dim #, (G) < C(d)k4™ 1.

Né kapitullin e katért (IV) béhet vértetimi 1 teoremés kryesore, Teoremés sé¢ Gromovit.
Paraprakisht, trajtohet njé historik i vértetimeve té€ késaj teoreme, si dhe béhet njé lidhje me

kapitujt parapraké. Teorema do té vértetohet pérmes kétyre hapave:

1. Pérkufizojm& homomorfizmin e zhvendosjes s€¢ majté, p: G — GL(Hy(G)), ashtu qé

p(x) = Ly.
2. Tregojmé se ker p €shté néngrup nilpotent i grupit G.
3. Tregojmé se ker p €shté néngrup me indeks t€ fundmé né G.

N¢ fund té kapitullit t€ katért, jepen disa shembuj t&€ zbatimit té€ Teoremés s&€ Gromovit, si dhe

formulohen disa pyetje, q€ mund té trajtohen si raste studimore t&€ métutjeshme.
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